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RESUMO

O presente trabalho destina-se a expor a influéncia dos absorvedores dindmicos de
vibracdo sobre elementos estruturais sujeitos & movimentos oscilatorios, com énfase na
analise de vigas em flexdo. Com o auxilio de um programa de calculo numérico
(MATLAB), serdo implementadas rotinas de programacao objetivando a geracdo de
gréaficos referentes aos casos mais simples (modelo até dois graus de liberdade) e
posteriormente contemplando configuragGes mais complexas, como vigas discretizadas.
Além disso, serdo descritos os passos do desenvolvimento analitico de cada caso, por

meio de premissas conhecidamente consagradas na bibliografia sobre o assunto.

Palavras-chave: absorvedores, vibracao. vigas.



ABSTRACT

The present work intends to expose the influence of the dynamic vibration absorbers on
structural elements subjected to oscillatory movements, emphasizing the analysis about
beams under bending. With the aid of a numerical calculation program (MATLAB),
programming routines will be implemented in order to generate graphics referring to the
simplest cases and later contemplating more complex configurations, like discrete beams.
Besides, the steps for the analytical development of each case will be described, through

recognized assumptions in the bibliography of the subject.

Key words: absorbers, vibration, beams.
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CAPITULO 1

1.Introducéao

A ideia deste primeiro capitulo é familiarizar o leitor ao assunto envolvendo o
estudo de Absorvedores Dinamicos de Vibracdes (ADVSs), bem como confirmar a
relevancia e usualidade deste dispositivo em diversas aplicagdes praticas que permeiam
o dia a dia dos seres humanos. Isto seré feito através de uma breve contextualizagdo que
levara a conceituacdo dos ADVs, seguida por uma descri¢do resumida do escopo que a

presente pesquisa busca abarcar.

1.1.Contextualizacdo e Conceito

Indiscutivelmente, a vibracdo esta presente na grande maioria das atividades
humanas. Fisiologicamente falando, desde o simples funcionamento do aparelho
sensorial auditivo até a repetitividade dos batimentos cardiacos é detectada a ocorréncia

de movimentos vibratorios que, nesses casos, afiguram-se como recursos fundamentais.

Como era de se esperar, dada a reincidéncia de técnicas e invengdes humanas que
imitam fendmenos naturais, o aprimoramento tecnolégico caminhou ao longo da historia
de forma a também reproduzir os efeitos vibratorios identificados na natureza e imputa-
los as mais diversas formas de aplicacdo. Dentro destas atribuicdes, podem ser citados
exemplos como: peneiras, esteiras transportadoras, compactadores, maquinas de lavar,

escovas elétricas, etc.

Entretanto, a presenca de tal fendbmeno em certas aplicacdes tecnoldgicas pode
também néo ser fruto da intencionalidade do projetista ou inventor, manifestando-se
como um fenébmeno bastante indesejavel. Na verdade, tal situacdo esta longe de ser

incomum e pode ser vista em casos corriqueiros como o desbalanceamento de motores,
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vibracdo exacerbada de pontes em decorréncia das correntes de ar, edificagcdes prediais

danificadas por abalos sismicos, dentre outros.

O que muitas vezes caracteriza 0 problema nesses casos é a manifestacdo da
chamada ressonancia. Os corpos fisicos em geral (no presente estudo, se tratando
particularmente de estruturas civis e equipamentos mecénicos), mesmo que num estado
aparentemente estatico, possuem uma frequéncia de vibracéo que lhes € inerente que é a
chamada frequéncia natural de vibragdo, proporcional a caracteristicas de rigidez e
massa dos mesmos. O conflito se instaura no momento em que esses Mesmos Corpos sao
excitados a vibrarem numa intensidade de frequéncia parecida ou igual as suas
frequéncias naturais, o que inevitavelmente resulta em um grande aumento das
amplitudes envolvidas que eventualmente provocar danos irreparaveis a estrutura em
questdo. Diante de tal quadro, se tornou praticamente imperativa a busca por solu¢des que

viabilizassem todas estas tecnologias.

Intuitivamente, como a vibracao esta invariavelmente envolvida com a atuacédo de
alguma forga, a primeira e mais 6bvia alternativa seria a de tentar eliminar tal solicitacéo,
anulando seu efeito sobre a estrutura. Tal proposicdo geralmente € impossivel de ser posta
em pratica, ou por conta da forca ser de natureza externa e incontrolavel (caso dos ventos
e abalos sismicos) ou por esta estar intimamente ligada ao préprio funcionamento do
equipamento (caso de estruturas metalicas que vibram em uma de suas frequéncias
naturais pela acdo de maquinas, tais como peneiras, centrifugas, ventiladores). Outra
alternativa seria a de alterar parametros da estrutura como rigidez e massa, tendo em vista
a alteracdo do valor da frequéncia natural, op¢do que recorrentemente esbarra em
restricdes de projeto, dado que este também se submete ao crivo de outras disciplinas
como resisténcia dos materiais e também a limitac6es de custo. Assim, a observancia do
problema aliada ao estudo acurado da disciplina de vibragdes levou o engenheiro alemao
Hermann Frahm (FRAHM, 1911) a ser o pioneiro no uso dos Absorvedores Dinamicos
de Vibracgéo, utilizando o modelo de ADV de um grau de liberdade (GDL) no controle de

vibrag6es torcionais em projetos de eixos de hélice de navios.

Conceitualmente, os ADVs sdo dispositivos de parametros concentrados de
massa, rigidez e amortecimento que, uma vez acoplados a uma dada estrutura, cujas
vibracOes se deseja atenuar, é capaz de absorver energia vibratoria no ponto de conexao
(CUNHA JR, 1999). Estes objetos sao estrategicamente construidos para trabalharem em

faixas de frequéncia que englobem a frequéncia externa que impde ressonancia ao sistema
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principal, o que faz com que vibrem de forma a neutralizar as grandes e indesejaveis
amplitudes de vibracdo deste. O efeito da ressonancia é transferido da estrutura primaria

para os absorvedores.

Estes dispositivos hoje apresentam uma gama de aplicagdo bem variada, podendo

ser encontrados por exemplo:

e estruturas altas/esbeltas como pontes, torres e chaminés (que podem ser
perigosamente excitadas pelos ventos em um ou mais de seus modos
naturais);

e escadas, passarelas, arquibancadas sujeitas a ressonancia devido a
movimentacao dos pedestres;

e conveses de embarcagdes, excitados em um de seus modos naturais pelos
motores principais, equipamentos embarcados ou mesmo pelo ritmo das

ondas.

1.2. Objetivo

Primeiramente, o atual trabalho destina-se a estudar de maneira minuciosa o nivel
trivial de aplicacéo de tal tecnologia, inicialmente utilizando exemplos simples (modelos
de 1 e 2 graus de liberdade) e explorando detalhes sutis da dindmica do funcionamento

destes dispositivos, através da simulacdo numérica e plotagem de graficos.

Posteriormente, utilizando-se 0os mesmos recursos, serdo contemplados exemplos
de ADVs acoplados a vigas em flexao, divididas em nds e submetidas a forca de natureza

harmonica, mediante exemplos incluindo um ou mais ADVs.
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CAPITULO 2

2. Fundamentos teoricos

Nesta sessdo, serdo contemplados alguns conceitos de fundamental observancia
no prosseguimento do estudo sobre ADVs.

2.1. Vibragdes Mecanicas

Qualquer movimento que, uma vez realizado, se repita apds um dado intervalo de
tempo é denominado vibragdo. O movimento de um péndulo simples e a oscilacao de
uma corda de instrumento que é dedilhada sdo exemplos classicos de tal fendmeno. A
disciplina especifica de Vibracdes Mecanicas dedica-se a analise desses movimentos bem

como das forcas associadas a eles.

As vibracdes podem ocorrer de duas formas diferentes: vibracGes livres e

vibrac6es forcadas.

Simplificadamente, as vibragOes livres podem ser caracterizadas por serem
promovidas por forcas de carater restaurador, apenas fruto de um estado anterior de uma
certa discrepancia energética em relacdo ao estado de repouso. Um exemplo disso seria
imaginar um carro parcialmente suspenso, ou seja, sem ter o seu peso totalmente apoiado
no solo mas estando o0 pneu em contato com o0 mesmo, que seja solto num dado momento,
experimentando oscilagdes temporarias que apenas devolvem o sistema ao seu estado de
minima energia, anterior a “perturbag¢do” inicial provocada pelo agente externo que o

suspendeu.

J& as vibragdes forgcadas sdo vistas em casos que uma forga externa (comumente
repetitiva) é aplicada sobre o sistema mecanico ao longo do tempo, impetrando
amplitudes de vibragdo proporcionais ao valor do seu modulo. Este caso pode ser
verificado em diversas maquinas de uso corriqueiro como por exemplo motores a

combustéo.
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Dado o fato de que o presente trabalho busca descrever e modelar o
comportamento oscilatorio de vigas em flexdo quando munidas de ADVs, a abordagem
a ser feita ird sempre considerar as vibragdes do tipo forcada e, particularmente forcadas
de maneira harmonica ( exercida de maneira periddica, tendo um valor de frequéncia bem
definido).

2.2.Rigidez

Acrigidez é uma propriedade particular de cada material que consiste na resisténcia
de um corpo a deformacéo dada uma forca aplicada. Até os dias atuais, a forma mais
didatica de se observar a influéncia de tal grandeza é através da distensdo e compressado
de uma mola, como sera visto posteriormente no subtitulo dedicado ao conjunto massa-

mola.
2.3. Amortecimento

O amortecimento é uma das propriedades mais sensiveis dos materiais e, em se
tratando de dissipacdo de energia em estruturas mecéanicas complexas, pode-se dizer que
tal grandeza cumpriria o papel do atrito, sendo uma espécie de escoadouro energético.

Basicamente, € o amortecimento que determina o tempo que um determinado
corpo permanece vibrando cessada a fonte de excitacdo externa, e isso pode ser feito de

trés maneiras princiais: critica, supercritica e subcritica.

O amortecimento supercritico ocorre quando o valor de amortecimento
suficientemente grande (0 que varia de situacdo para situacdo) para que sejam suprimidas
quaisquer oscilacdes da estrutura em questdo até que a mesma se estabilize no seu estado
de repouso, ou seja, a dissipacdo energética ocorre de maneira abrupta. O amortecimento
critico € o menor amortecimento a partir do qual todos os posteriores valores gerardo

amortecimento supercritico.

O amortecimento critico € uma propriedade do material, que esta intimamente
ligado ao valor de frequéncia natural do mesmo e afigura-se como uma fronteira entre a
situacdo subcritica e supercritica. Tendo em vista a previsdo do efeito de qualquer valor
de amortecimento a ser usado em uma dada estrutura ou sistema, tal valor deve ser
comparado com o valor de amortecimento critico através do chamado coeficiente de

amortecimento, que ¢ a razdo entre o valor considerado e o amortecimento critico. Para
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0s casos onde esta propor¢do iguala-se ou supera o valor 1, tem-se a situacdo de

amortecimento abrupto, ou supercritico.

Para as situacbes onde o resultado é menor do que 1 é manifestado o
amortecimento subcritico, que se da quando as oscila¢es sdo mais lenta e vagarosamente
amortecidas, permitindo que a amplitude de vibracdo decresca de maneira mais gradual

ao longo do tempo.
2.4.Conjunto massa-mola/amortecedor

O conjunto massa-mola/amortecedor é geralmente utilizado como modelo de
equivaléncia aos mais diversos sistemas mecanicos por simplificar a visualizagéo e
permitir que o comportamento de componentes estruturais sejam comparados ao de

molas ideais.

Recorrentemente, 0 amortecimento é desconsiderado por ter uma grandeza muito
pequena em situacdes reais, porém para equipamentos submetidos a frequéncias de
atuacdo que se aproximem de suas frequéncias de ressonancia, tal grandeza se torna

extremamente importante.

Uma ilustracdo simples de um conjunto massa-mola/amortecedor sera vista no

Capitulo 3, na sessao referente ao modelo com um grau de liberdade.
2.5. Grau de Liberdade

Grau de liberdade é definido como o minimo de coordenadas independentes
necessarias para que se descreva as posi¢oes de todas as partes de um dado sistema a
qualquer instante. As coordenadas podem ser tanto angulares quanto lineares, como

ilustrado na Figura 2.1 e 2.2 abaixo.
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Figura 2.1 — Um grau de liberdade

Figura 2.2 — Dois graus de liberdade
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CAPITULO 3

3. Fundamento tedrico para modelo de dois graus

Aqui sera feita a exposicdo teorica de dois principais casos de utilizacdo dos
ADVs, a partir de dois exemplos simplificados que na verdade ilustrardo uma so situacéo
genérica : um sistema com um grau de liberdade apresentando ressonéncia, ao qual é
anexado um ADV. A modelagem sera tanto analitica, ao se determinar as equacdes de
movimento e seus respectivos parametros, quanto numeérica, por meio de rotinas
implementadas no MATLAB a gerar graficos, que permitirdo a visualizacdo clara do

comportamento vibratério destes sistemas.

3.1.Modelo com um grau de liberdade

Como citado anteriormente, a utilidade dos ADVs baseia-se na sempre presente
eminéncia de ressonancia, que consiste na aparicdo de grandes amplitudes vibratérias
numa estrutura em virtude de uma determinada frequéncia de excitacdo a que esta é
submetida. Para ilustrar a dindmica de tal fendmeno, primeiramente sera utilizado um
exemplo simples envolvendo um modelo massa-mola/amortecedor com um grau de
liberdade (1 GDL) excitado harmonicamente a uma frequéncia igual a sua frequéncia

natural.

T Fysen(wt)
A

777

Figura 3.1 — Massa-mola/amortecedor com um grau de liberdade

Tendo por objetivo a determinacdo da equagdo que norteia 0 sistema, se faz
necessaria a elaboragdo do DCL seguindo as diretrizes da segunda lei de Newton. O

diagrama é ilustrado na Figura 3.2:
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T Fysen(wt)

m

e

Figura 3.2 — DCL do sistema de um grau

Dada a condicao estabelecida pela segunda lei de Newton, onde :
?+ Y Fy = mi (2.2)

A equacdo que rege 0 movimento da massa ilustrada na figura € :
mx +cx + kx = Fy*sen(w xt) (2.2)

Para dar um exemplo préatico, foram escolhidos valores para as grandezas

envolvidas baseados numa situagdo comum como a de um motor em vibragao.

Tabela 3.1 : Parametros para sistema com um grau de liberdade

m 20kg
k 5000 N/m
& 0,05

Através dos dados listados, se pode determinar a frequéncia natural do sistema

wn, bem como o valor ¢ do amortecimento, expressos respectivamente pelas equacoes :

Wy = ,/<’</m) (2.3)

¢=%c., (2.4)

Onde ¢ é a chamada razdo de amortecimento, que relaciona o patamar de
amortecimento atuante na situacdo de estudo com o valor de amortecimento critico
considerando-se os valores de k e m em questdo. O amortecimento critico, Ccr é dado

por:

Cor = 2Mwy, (2.5)
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Tais valores séo suficientes como dados de entrada numa rotina de MATLAB em
que se deseja avaliar a amplitude de ressonancia do sistema de 1 GDL. Para tanto, é
necessario que seja imposta a condi¢do de paridade entre a frequéncia de excitacdo do
forcamento e a frequéncia natural do sistema, calculada acima. Para o presente problema

sera adotada uma forcga de natureza harménica hipotética F;, de valor:
F, = 10 sin(wt) (2.6)

O algoritmo implementado pode ser verificado no Apéndice 1, e o gréfico gerado

para as condigdes estabelecidas pode ser visto abaixo na Figura 3.3:

Deslocamento sob condi¢cao de ressonancia
0.02 T T T

0.015 |
0.01 [

0.005

-0.005

deslocamento[m]
o

-0.01

-0.015 -

-0.02 ' '
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tempo[s]

Figura 3.3 — Amplitude sob ressonancia.
3.2. Analise no dominio da frequéncia para um grau

Além de analisar a progressdo das amplitudes de vibracdo ao longo do tempo,
outro estudo importante consiste em observar 0 mddulo dos deslocamentos referentes a
cada grau de excitacdo hipoteticamente imposto ao sistema. Como explicado no Capitulo
1, os corpos naturalmente ja possuem um determinado grau de vibragdo, sem que sobre
eles seja imposta qualquer tipo de forca, assim, para 0 caso critico em que eles séo
excitados ao nivel de suas frequéncias naturais é esperado que a curva representante da
amplitude oscilatdria apresente uma elevacao rapida e abrupta, significando o aumento

na intensidade de resposta do sistema, efeito tipico da manifestacdo da ressonancia.
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E importante ressaltar que, nesse tipo de grafico, o namero de “picos” sera de tanto
quantos forem os graus de liberdade existentes no sistema, pois para cada grau existe um

nivel de frequéncia natural que lhe € correspondente.

Para o caso atual de um modelo com apenas um grau de liberdade, o grafico de
resposta em frequéncia é visto na Figura 3.4.

Deslocamento no dominio da frequéncia
09 T T T T T

0.2 7

o | I S |

0 5 10 15 20 25 30
frequéncia[rad/s]

Figura 3.4 — Resposta do sistema no dominio da frequéncia.

Como se pode observar, a curva se torna assintética justamente na regido do eixo
de frequéncias que abarca a frequéncia natural do sistema, calculada em

aproximadamente 15,81 rad/s, segundo os dados da Tabela 2.1.

Esta modalidade de grafico € uma 6tima ferramenta na interpretacéo de situagdes
reais de vibracgdo e elucida alguns aspectos do comportamento do sistema que ndo sdo
claramente expostos quando se considera apenas o dominio do tempo. Posteriormente,
sera feito o estudo que abordara a influéncia das condi¢fes de amortecimento na eficacia

dos ADVs, onde este tipo de grafico provara ser um instrumento fundamental.
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3.3.Modelo com dois graus de liberdade

Como indica o grafico, a paridade entre a frequéncia natural do sistema e a
frequéncia de excitagdo promove um acréscimo substancial ao modulo do deslocamento
da massa. Para ilustrar de maneira simplificada a atuacdo dos ADVSs, sera acrescentada
uma unidade massa-mola/amortecedor ao sistema original, significando a expanséo do
modelo de um grau para um modelo de dois graus de liberdade. Tal arranjo é representado

na Figura 3.5 abaixo:

F, sin(wt)

/77

Figura 3.5 — Sistema original com absorvedor dinamico

Onde m’, k’ e ¢’ sdo os parametros referentes a nova massa (absorvedor) acoplada

ao sistema.

A nova configuracdo exige a elaboragcdo de um novo DCL, apresentado abaixo
por meio da Figura 3.6:
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k’(x-x’) ¢’(x —x")

x' i :
Fysin(wt) | .

k' (ex”) ¢'(x ~ %) ke cx

Figura 3.6 — DCL do sistema com do sistema principal e absorvedor.

Diante disso, se faz necessaria também a determinacdo de novas equacdes de
movimento, que balizardo a montagem das matrizes de rigidez, amortecimento e massa

referentes a este caso.

Lancando mao da segunda lei de Newton para os dois corpos, tem-se que para o

sistema principal, se mantém:

+15 Fy = mx (2.6)
E para o absorvedor:
+TZ Fy =m'x’' (2.7)

Assim, as equacdes de movimento referentes as massas sdo definidas como :

Massa m :
mi + ¢’(x — x") + k’(x-x)+kx + cx = FO*sen(w*t)
mi +x(k + k’) - x’k’ + x(c + ¢’) - x'c’ = FO*sen(w*t) (2.8)
Massam’ :
mx' -c'(x—x")-k'(xx)=0

mi - xk'+x’k’— xc' +x'c’ =0 (3.9)
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Tendo esses resultados, passa a ser possivel elaborar as matrizes de massa,
rigidez e amortecimento do conjunto, transformando o que eram duas equagdes distintas
que descreviam 0 movimento das massas em apenas uma equacao de natureza matricial

que descreve o movimento do sistema:

N R S R G i M R KR 8

0 m _Cl CI x/ _kl kl x’ 0

Mantendo-se inalterados os valores das grandezas do sistema original, foram
selecionados os parametros para o absorvedor de vibracbes tendo em vista que a
proporcao entre a rigidez k&’ e a massa m’ deve ser tal que a frequéncia natural w,, deste
dispositivo seja igual a frequéncia natural do sistema principal e, por conseguinte, igual
a frequéncia de excitacdo sob a qual todo o conjunto é submetido, ja que a anéalise se
destina a examinar o comportamento do mesmo diante de um caso critico de altas

amplitudes vibratorias. Para tanto:

Tabela 3.2 — Parametros do absorvedor.

m’ 1 kg
k’ 250 N/m
g 0.05
Onde:
§= 2 (3.12)

Tendo sido contemplados todos os parametros do sistema e implementada a rotina
no MATLAB que descreve 0 modelo, é obtida a seguinte resposta de vibracdo da massa

m para o dominio do tempo exibida na Figura 3.7:
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«10-3 Deslocamento sob ressonancia com absorvedor
T T T

X1[m]

_8 | | | | | | | | 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempols]
Figura 3.7 — Amplitude de vibragéo da massa m no dominio do tempo.

Diante disto, como forma de mensurar a eficacia do ADV, é proposto um célculo
simples que define a porcentagem de absorcao de vibragdo promovida pelo mesmo em
relacdo a situacdo original, ou seja, na auséncia de um dispositivo que amenize as
amplitudes vibratorias. Essa resposta é dada comparando-se os deslocamentos das duas

situacBes quando em regime permanente, através da formula:
Eficiéncia de absorcao (%) = 100*((D1 - dl)/Dl) (3.12)

Onde D1 ¢ referente a amplitude de deslocamento do sistema sem absorvedor e
d1 representa o deslocamento em regime permanente para o0 caso em que ha absorvedor.
Neste caso, D1 é 0,02m enquanto que d1 é 0,03m, o que resulta em ume eficiéncia de

vibracéo de 85%.

A rotina no MATLAB usada para plotar o grafico da Figura 3.7 pode ser

encontrada no Apéndice 1.
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3.4.Analise no dominio da frequéncia para dois graus

Como mencionado anteriormente, observar o comportamento oscilatério de um
corpo ao longo de um dado espectro de frequéncias é uma ferramenta bastante elucidativa.
Assim, também seré feita a plotagem do gréafico para o modelo de dois graus de liberdade,
representando simplificadamente o sistema principal com um absorvedor dindmico

acoplado em sua estrutura.
Para um coeficiente de amortecimento & igual & 0,05, o gréafico que representa a

curva amplitude versus frequéncia encontra-se na Figura 3.8:

<102 Deslocamento X1 no dominio da frequéncia
14 T T T T T T

X1[m]

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Frequéncia[rad/s]

Figura 3.8 — Amplitude da massa principal ao longo do dominio de frequéncias.

O grafico indica que o ADV promove uma queda substancial no modulo da
amplitude para o valor de frequéncia natural verificado originalmente (15,81 rad/s). Em
contrapartida sdo gerados dois novos “picos” que, ainda assim, representam um nivel

muito menor de oscilacdo em relagdo a situacdo anterior.
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Tipicamente, 0 objetivo ao se adicionar um absorvedor ao sistema principal é de
trazer esses picos de ressonancia a um nivel minimo, o que suscita a selegdo de um valor
6timo de amortecimento. O engenheiro holandés Den Hartog (1947) discorreu sobre o
assunto em bibliografia, também lancando méo da analise de curvas de resposta em

frequéncia.

A dindmica da otimizacdo do amortecimento pode ser melhor compreendida
fisicamente: o amortecimento € o principal responsavel pela amplitude de deslocamento
em situacdes de ressonancia, ao converter a chamada energia de amortecimento em calor.
Ou seja, quando o amortecedor realiza muito trabalho, tais picos sdo minimizados. O
trabalho exercido por um amortecedor para o caso de um conjunto com dois graus é o

produto da forca exercida por ele com 0 movimento relativo entre as duas massas.

Para um valor nulo de amortecimento, o trabalho realizado € zero j& que a forca
envolvida também tera valor nulo, o que gerara picos de amplitude infinita na ressonancia.
Ja para o caso de uma capacidade de amortecimento infinita, o valor do trabalho exercido
também ser& nulo pois as duas massas permanecerdo presas uma a outra, sem que haja
deslocamento relativo entre elas. Portanto, existe algum valor entre zero e infinito que
promoverd a maximizacdo do produto entre deslocamento relativo e forca de

amortecimento, o que fatalmente implicara em trabalho méximo e amplitudes minimas.

Obviamente, tentar encontrar o valor de amortecimento 6timo através de um
método de tentativa e erro seria muito custoso e pouco eficiente. Em contrapatida, o
grafico de resposta em frequéncia concede uma boa pista inicial sobre qual seria este
valor. Para tornar clara a explicacdo sobre como encontra-lo, é mostrado o gréfico
resultante do conjunto de dois graus analisado anteriormente para diferentes coeficientes
de amortecimento ¢ na Figura 3.9. S&o estes 0,05; 0,10; 0,15; 0,20.
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Deslocamento X1 no dominio da frequéncia
T

T T T T

X1[m]
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Frequéncia[rad/s]

Figura 3.9 — Resposta em frequéncia para diferentes amortecimentos.

Este grafico contém a resposta em frequéncia para a situacdo onde tanto o
absorvedor quanto o sistema principal possuem amortecimento. Porém, em problemas
reais 0 amortecimento da maquina de que se deseja absorver vibragdes tipicamente
apresenta valores bem pequenos, pouco relevantes a demonstracdo que se pretende
estabelecer. Além disso, 0 método discutido por Den Hartog (1947) originalmente ja ndo

considera amortecimento no sistema principal.

Logo, um modelo mais apropriado e coerente com o método, que atribua valor de

amortecimento apenas ao absorvedor, tem o aspecto verificado na Figura 3.10:

Deslocamento X1 no dominio da frequéncia

=< 1073
3 F

Xi[m]

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
Frequéncia[rad/s]

Figura 3.10 — Resposta em frequéncia com amortecimento apenas no ADV.
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Neste grafico foi adicionada a curva que simula uma situacdo de amortecimento
“infinito”, j& que este é na verdade um conceito impossivel de ser implementado no
MATLAB, por razdes 6bvias. A importancia de tal observacdo bem como a justificativa

para o acrescimo desses novos dados serdo aspectos demonstrados adiante.

Se faz sentir o aumento consideravel das amplitudes X;, resultado j& esperado
dada a influéncia determinante do amortecimento do préprio sistema na intensidade e na
forma destes picos. Sem amortecimento, ndo ocorre “drenagem” de energia durante o

movimento do sistema, que se desloca muito mais livremente.

O que também chama atencdo no grafico acima é o fato de as 4 curvas
interceptarem umas as outras em 2 pontos, conhecidos classicamente por P e Q. Isto esta
longe de ser coincidéncia e, na verdade, € possivel provar que esta afluéncia se repete
para qualquer valor de amortecimento. Portanto, antes de partir para a determinacdo do
amortecimento 6timo, vale a pena o dispéndio de algum esforco para consolidar a
validade desta afirmacéo.

Tal demonstracdo consiste no desenvolvimento analitico que equaciona o
deslocamento do sistema principal em funcéo das proporgdes entre 0s seus parametros e
os parametros do ADV. De acordo com Den Hartog(1947), o deslocamento do sistema

principal é equacionado da seguinte forma:

X _ (2059) "+

2
Xst (2%9) (g%-1+ ug?®)?+[uf?g*-(g2-1D(g*-rH)*

(3.13)

Onde c e ccr j& s@o valores conhecidos, que representam respectivamente o valor
de amortecimento do absorvedor e o valor de amortecimento critico em funcdo dos
parametros de rigidez e massa pré-estabelecidos. A razdo ao lado esquerdo da equacgdo
representa justamente a variavel explicitada no eixo das ordenadas no grafico acima. Ja

para as outras variaveis:

e = —=razéo de frequéncia de forcamento/frequéncia natural do sistema

Wn
principal;
o f= % = frequéncia natural do absorvedor/frequéncia natural do sistema
n

principal;
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ms

* p=—=massa do absorvedor/massa do sistema principal.
A ideia de provar a existéncia de dois pontos P e Q afins a todas as curvas tem o
. . . X1 .
mesmo significado que provar que o quociente = (eixo das ordenadas) se torna
. . C .. . .
independente do quociente a(coeflmente de amortecimento) para determinados valores

de g (eixo das abscissas). Portanto, torna-se Gtil evidenciar % na Equacdo 3.13 para

tornar mais simples sua manipulagéo.

ot (3.14)
A variavel % se torna independente de % se A/IC=B/D, ou seja, se:
1 2 _ g*-r* 2
(gz—1+u92) (ufzgz—(gz—l)(gz—fz)) (3.15)

Podem ser cortadas as poténcias dos dois lados, desde que se adicione 0s sinais de
+ e — ao lado direito. Escolhendo-se primeiramente o sinal de -, feita a multiplicacédo

cruzada, chega-se a seguinte equacao:

fr=-g*+f"* (3.16)

Que resultaem g =0, resultado trivial que demonstra que para uma excitagéo nula,
0 deslocamento é considerado estatico (xsy) para qualquer que seja o valor do
amortecimento, isso porque tal deslocamento se da de forma muito lenta praticamente
impedindo que se manifeste a forca amortecedora, que é diretamente proporcional a

velocidade.

Porém, a Equacéo 3.15 ainda permite explorar um outro caso, onde € acrescentado
o sinal de + ao lado direito. O resultado encontrado é uma equacgdo de 4° grau em g,
mostrada abaixo:

4 _ o2 AR | 2%
g 29", t75:=0 (3.17)

Que pode ser entendida como uma equacdo quadratica ao ser feita a

correspondéncia g’ = g2,
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Para a equagdo em g’, serdo encontradas duas raizes positivas, os dois pontos fixos

P e Q, que ainda s3o fungdo de fe p.

Desenvolvendo a equagdo para os valores de f e p especificos do caso em estudo,
isto é, assumindo f=1 e u=1/20, sdo encontrados para g valores aproximadamente iguais
a1,158 e 0,842, em consonadncia com a estimativa visual que pode ser feita ao se observar

o gréfico.

Ap0s isso, retomando a questdo da otimizacdo do amortecimento, também é dito
na bibliografia que a curva referente ao valor ideal deve necessariamente tangenciar
horizontalmente (apresentar derivada nula) o mais alto dos pontos de intersecdo das
curvas (P e Q). A amplitude 6tima de ressonancia é alcancada justamente no valor do eixo

das ordenadas onde isso acontece.

Além disso, se pode provar ainda que ao equalizar o valor de f (v, /w,,), 05 pontos
P e Q “passeiam” pela curva de amortecimento infinito, se deslocando para cima e para
baixo ao longo da mesma. Assim, pode-se fazer com que esses dois pontos tenham um
mesmo valor no eixo de ordenadas, permitindo que qualquer um deles possa ser escolhido

como alvo de preocupacéo do projetor na selecdo do melhor amortecimento.

Para encontrar a relacdo que baliza a equalizacdo favoravel de f, deve-se pensar
que para P e Q, o valor x/xst é independente do amortecimento na Equacdo 3.13.
Portanto um caminho é induzir artificialmente a equacdo para que a mesma se torne
independente de % por exemplo adotando ¢ = . Dessa forma, a Equacdo 3.13
transforma-se em:

x1 _ 1

xst 1-g*(1+ ) (3.18)
A substituicdo de g pelas raizes g, e g, da Equagdo 3.12, fornece:
L -1 (3.19)

1-g2(1+p)  1-g%(1+p)

Porém, uma ressalva merece ser feita neste ponto. A curva de ¢ = o precisa ser
adaptada para que apareca acima da reta y=0, ou seja, com todos os valores positivos.

Originalmente, essa curva possui uma regido onde os valores das ordenadas sdo
1

Va+w

3.18). Portanto, uma vez que P e Q localizam-se em lados diferentes para este valor de

negativos, mais especificamente onde g é maior que

(de acordo com a Equagéo
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g, P € um valor positivo e Q um valor negativo. Este fato torna a Equacgéo 3.18 passivel
de corregdo, através da colocac¢do de um sinal de “menos” em um dos lados. Por meio

de uma manipulagéo simples, feita a corre¢do supracitada, tem-se:

2
gi+ 9= (3.20)

Os valores de g, e g, j& foram determinados anteriormente, mas como aqui a
intencdo € estabelecer uma formula que descreva a equalizacdo favoravel da variavel f,
sera usada a lei algébrica que afirma que a soma das raizes de uma equacéo quadratica é
igual ao valor negativo do coeficiente do termo intermediério da mesma. Neste caso,
recorrendo mais uma vez a Equacéo 3.16:

_ g 1Hf2+uf?
g+ g=2"7) (3.21)

Substituindo na Equacéo 3.19:

f=1 (3.22)

Esta férmula simples é capaz de nortear a questdo sobre para qual proporgéo de
frequéncias naturais (f) as curvas de diferentes amortecimentos se interceptaréo de forma
a gerar dois pontos de convergéncia (P e Q) que tenham a mesma ordenada no grafico de

resposta em frequéncia.

Para 0 objeto de estudo abordado aqui, esse valor de f pode ser facilmente
calculado, apenas substituindo p pela razdo entre a massas do absorvedor e do sistema

principal: 1/20. O valor de f encontrado é de aproximadamente 0,95.

Ao plotar o grafico considerando a nova razdo f = 0,95, o resultado obtido é o da
Figura 3.11:
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<103 Deslocamento X1 no dominio da frequéncia
T T

T T T T

X1[m]

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
Frequéncia[rad/s]

Figura 3.11 — Resposta em frequéncia para f = 0,95.

Percebe-se que, mesmo depois de alterado o valor de f, P e Q ainda ndo possuem
exatamente a mesma ordenada. Este é um problema puramente técnico. E dito logo apds
o gréafico da Figura 3.10 que a este foi adicionada a curva referente ao amortecimento
infinito, e todo desenvolvimento algébrico na determinacdo da férmula de f também é
baseado na premissa ¢ = oo, porém, como mencionado anteriormente, a ideia de
implementar qualquer rotina envolvendo grandezas infinitas esbarra nas limitacfes
Obvias de processamento as quais 0 MATLAB esta submetido. Por isso, foi utilizado ¢ =
1, valor de amortecimento consideravelmente superior ao de todas as outras curvas
plotadas, que acabou gerando o efeito visual esperado para uma comparacéo de curvas

onde uma tem coeficiente muito grande ou infinito (um gradiente em diregdo ao “pico’

de ressonancia).

Por isso, outros valores foram testados tendo em vista uma melhor compreensao
sobre a dinamica de deslocamento desses pontos diante de alteracdes no parametro f,

servindo também para provar a propria teoria de que “percorrem” a curva ¢ = . Primeiro,

usando f = 0,90:
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« 1073 Deslocamento X1 no dominio da frequéncia

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
Frequéncia[rad/s]

Figura 3.12 — Resposta em frequéncia para f = 0,90.

Como se pode perceber, P estd numa ordenada bem menor que a de Q, além disso,
se percebe também uma absorcdo ndo tdo perfeita das oscilaces do sistema principal, o
que fica claro em g =1. Tal fendmeno esta relacionado ao fato de que as frequéncias

naturais ndo mais estdo pareadas.

Aumentando o valor da razéo f para 0,925, € obtido o aspecto da Figura 3.13:

<103 Deslocamento X1 no dominio da frequéncia
T T

T T T T T T
( |

T T

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Frequéncialrad/s]

Figura 3.13 — Resposta em frequéncia para f = 0,925.
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Aqui fica claro o efeito da variavel f na dindmica de deslocamento dos pontos.

Conforme a razdo aumenta, P se eleva e Q decai. O inverso, obviamente, também € valido.

Também € nitido o deslocamento do “vale” das diferentes curvas em direcdo a

g=1, decorrente da absorcao de energia vibratoria promovida pelo absorvedor.

Finalmente, depois de alguns testes, encontrou-se o valor de 0,952 como, no
minimo, uma aproximacao satisfatoria para o que seria a resposta ideal para a equalizacao

de f, segundo ilustrado pela Figura 3.14:

<103 Deslocamento X1 no dominio da frequéncia
£ T T T

3.5 -

2.5 B

XA[m]

\
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
Frequéncial[rad/s]

Figura 3.14 - Resposta em frequéncia para f=0,952.

Aqui vale uma observacdo sobre ADVs. Estes dispositivos, quando fabricados
para atender situacdes reais sdo geralmente projetados com o objetivo de se prevenir o
efeito da ressonancia ndo sé no ponto de perfeita paridade entre as frequéncias natural e
de excitacdo, mas sim para aliviar grandes oscilacdes numa regido razoavel do gréfico,

num espectro de frequéncias que, obviamente, também abarque a frequéncia critica.

Também é interessante identificar o valor % correspondente ao nivelamento de

P e Q. Isso pode ser feito simplesmente ao substituir g na equacédo para ﬁ por uma das

raizes encontradas em 3.17. Usando a Equacéo 3.18:

x1 _
= = T+2/u (3.23)

Onde x,;.é:

Xy = % (3.24)
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Em que k é arigidez do sistema principal e F, ¢ a amplitude do forcamento

harmonico.

O valor encontrado para a Equacéo 3.23 é de aproximadamente 6,4, o que, a priori
ndo condiz com a estimativa visual da Figura 3.14. Porém, é sabido que a funcdo de
resposta no dominio da frequéncia expressa no eixo das ordenadas ndo apenas O
deslocamento da massa principal x;, mas uma razdo entre este deslocamento e a propria
amplitude do forgamento F,. Para igualar-se ao quociente do lado esquerdo da Equagéo

3.23, este valor deve ser multiplicado pela rigidez k do sistema principal.

Sendo a ordenada final de P e Q igual a 1,3 x 10° m e a rigidez k do sistema
principal igual & 5000N/m, o produto entre elas é de aproximadamente 6,4, como

esperado.

Feito isso, o proximo e decisivo passo consiste na determinacdo do valor do
amortecimento 6timo. Den Hartog(1947) também enuncia a lei que expressa a rela¢éo do
valor de amortecimento 6timo com as caracteristicas do caso em estudo, expressa pela
seguinte equagdo:

Ly _ 3u
CCTOtlmO— PYIE (3.25)

Para a relagdo p vigente no conjunto igual a 1/20 ou 0,05, o coeficiente de

amortecimento 6timo é de aproximadamente 12,7%. A Figura 3.15 mostra um novo

grafico em que se substituiu o valor de 10% pelo novo indice encontrado:

«10-3 Deslocamento X1 no dominio da frequéncia

0,05
0,127

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Frequéncial[rad/s]

Figura 3.15 — Resposta em frequéncia com amortecimento o6timo.
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Por meio deste resultado, revela-se verdadeira a afirmacdo de que a curva do
amortecimento 6timo passa com derivada nula pelo mais alto entre os pontos P e Q. Tendo
estes anteriormente sido nivelados por uma apropriada equalizacédo do fator f, se segue

que a curva apresenta derivada nula sobre ambos, como esperado.

O Apéndice Il apresenta as rotinas utilizadas na determinagéo de todos estes

gréficos, que descrevem o modelo com dois graus de liberdade.
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CAPITULO 4

4. Fundamento tedrico para modelo de viga

Até agora, foram avaliados os comportamentos oscilatorios de massas chamadas
pontuais ou discretas, que ndo estdo submetidas a qualquer influéncia de continuidade
proveniente do efeito de dimensdes maiores em qualquer direcdo, ou seja, suas medidas
sdo consideradas aproximadamente iguais ao longo dos eixos e suas massas estdo

concentradas, o que torna a abordagem muito mais simples.

Entretanto, frequentemente sdo encontradas situagcbes em que as dimensdes e a
distribuicdo de massa comecam a influenciar de maneira notavel na resposta do sistema,
sdo os chamados sistemas continuos ou distribuidos, onde ndo mais é possivel modelar o
comportamento de qualquer estrutura como uma massa pontual e discreta sem que isso

resulte em erros insustentavelmente discrepantes em relacédo a realidade fisica.

Nestes momentos, surgem duas opcdes : ou o0 projetista parte para uma abordagem
mais fidedigna e acurada do elemento estrutural continuo, obtendo equacfes diferenciais
parciais dificeis de resolver e lidando com um problema de infinitos graus de liberdade
(cada elemento infinitesimal da estrutura representando pelo menos um grau), ou apela
para a discretizacdo do mesmo, manipulando equacdes diferenciais mais simples e sem
considerar uma distribuicdo continua da massa, amortecimento e elasticidade, tratando a
resposta do corpo continuo como a “soma” do efeito de varios elementos discretos que 0
compde. No mundo real, tal escolha deve ser feita de maneira criteriosa, considerando a

finalidade e influéncia da analise, bem como o tempo disponivel para célculo.

No presente trabalho, inicialmente os elementos estruturais analisados seréo o de
vigas simples, e serdo abordadas segundo uma modelagem discretizada, dado que o
objetivo do estudo ndo esta fundamentado na aplicagdo do mesmo como diretriz de
projeto real, nem se propde & expor modelos de abordagem analitica complexa, antes

destina-se a demonstrar o comportamento de elementos estruturais em presenca de ADVS.
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4.1. Viga sob forcamento harmonico

Em se tratando de vigas, os elementos que representam a discretizacdo das
mesmas sdo denominados “nds”, possuindo cada um deles a mobilidade de dois graus de
liberdade (quando ndo estdo restritos por algum apoio, como é o caso das extremidades
da viga).

Nesta se¢do, serd realizado um estudo de caso abordando primeiramente as
reacOes de uma viga a solicitacdo dindmica provocada por um motor apoiado sobre ela.
A viga sera dividida em 5 nos e, 0 esquema que a representa, considerados os graus de

liberdade presentes em cada no, é exposto na Figura 4.1:

v~ A AN A
[ ] > L]

] ]
% L/4 L/4 L/4 L/4
|

| | | |
I | | \

Figura 4.1 - Viga bi-apoiada com 5 nos.

Como observado, tanto o grau de liberdade 1 quanto o 9 (os dois translacionais)
foram excluidos da analise, pelo fato de os n6s ndo se deslocarem transversalmente nestes

pontos, dada a restricdo imposta pelos apoios a estes graus de liberdade.
4.1.1. Desenvolvimento analitico

A preocupacdo num primeiro momento serd a de determinar as diretrizes
analiticas da viga sem que esta esteja submetida a qualquer tipo de forcamento,
encontrando a equacéo de deslocamento transversal e determinando as matrizes de massa
e rigidez da viga para que posteriormente estes dados sirvam de input para 0 modelo

numérico. A Tabela 4.1 apresenta os parametros da viga em questao.

Tabela 4.1 — Parametros da viga

L 10 m
200 x 10° Pa
I 8 x 1073 Kgm?
N 7850 Kg/m?
A 0,20 m?
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Primeiramente, para efeito de anélise, sera considerado um trecho contendo 2 nés,
cada um deles possuindo deslocamento vertical em y e rotacdo em torno de z. Afigurando-
se assim uma sesséo de viga com 4 graus de liberdade, como visto na Figura 4.2:

yl,fyl T E,ILA L/A T y2,fy2
1 ® < @ 2
m1.81 m2,62

Figura 4.2 — DCL de trecho de viga.

Onde y1 e y2 denotam os deslocamentos transversais dos nos, enquanto que 01 e
02 simbolizam seus deslocamentos rotatorios. Os momentos e as forcas em cada né séo

representados respectivamente por m1, m2, fyl e fy2.

A equacdo diferencial da viga sera:

E12y@ _ g (4.1)

dx*
Proveniente da analise para sistemas continuos.

Onde y(x) descreve o deslocamento transversal que se da ao longo da viga, e que

pode ser explicitada por :
y(x)=ai+azx+asx*+asx> (4.2)

Embutindo as condicGes de contorno nodais na Equacdo 4.2, sdo determinadas as
seguintes expressoes:

y0)=yi=a (4.3)
ay(©0) _ ~ _
i 01=a2 (4.4)
y(l) =y = a1 + al + azl? + asl® (4.5)
DD _ g, = g, + 2a3] + sl (4.6)

dx

Substituindo os dois primeiros resultados: a1 = y1 € a2 = 62 nas duas Ultimas
equacOes com o objetivo de encontrar as e a4, Sa0 encontradas as seguintes expressoes:

62 61 2a3l

312 312 32

4.7)
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y2 y1 01l a4l®

a3=7.l—2.l—2. 72 (48)
Substituindo a Equagao 4.7 na Equagéo 4.8:
a3 _y2 yl1 201 62
e E T w (4.9)
Logo, se conclui que al, a2, a3 e a4 sdo:
ai=Yy1 (4.10)
az=01 (4.11)
-3y1 261 3y2 62
Bt T (4.12)
ag= 2+ 224 2 (4.13)

Se sdo conhecidos os valores dos coeficientes de y(x), logo esta pode ser descrita
como:

Y(x) = 22 12 - 3Ix2 + 2x) + TH(xI - 2122 + xI3) + 22(31x2 - 2x6) + (212 + 1x?)  (4.14)

Para tornar a expressdo mais simples, os fatores que multiplicam respectivamente
Y1, 01, y2 e 02 s&o substituidos por N1, N2, N3 e N4. O que transforma a Equacdo 4.14 em:

y(x)=N;y, +N,6; +N3y, +N,0, (4-15)
Escrevendo em forma matricial:

Y1
6

y(X) = [N1 N2 N3 Na] y; (4.16)
0,

Para calcular todos os esforcos aos quais a viga esta submetida, é preciso
estabelecer a relacdo deformagéo-deslocamento axial da mesma.

ex(xy) = o (4.17)

Sendo u a fungéo de deslocamento axial.

Como se deseja encontrar as expressdes que descrevem os esforcos fletores e
cisalhantes que atuam na estrutura da viga através da formula de deformac&o, é necessério
gue esta seja explicitada na sua componente transversal, ndo axial. O que demanda que u

na Equacgéo 4.17 seja expressa nestes termos:



— &)
UV e

Assim, substituindo a Equacédo 4.18 na Equacéo 4.17:

I 5 €)
SX(X’y) =-y dx?

Portanto, de acordo com a teoria elementar da viga:

M = E122X
dx

_ &y
Q=E=X
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Desta maneira, estdo disponiveis todas as informacdes necessarias para a

determinagdo da matriz rigidez K da viga em questéo.

Abordando primeiramente K, & importante ressaltar que esta matriz serd o

resultado da sobreposicéo parcial de todas as matrizes de rigidez referentes a cada um dos

elementos (secdo entre dois nds consecutivos) nos quais a viga foi seccionada. De posse

da equacdo de deslocamento transversal y(x) e das expressdes referentes aos momentos

fletor e de cisalhamento, podem ser determinadas as matrizes K para cada elemento.

A Figura 4.2 ilustra os sentidos positivos adotados para os momentos, forcas e

deslocamentos nodais especificos do caso abordado. Este diagrama sera posto a luz da

convencdo de sinais adotada para a teoria elementar da viga, para que o equacionamento

seja feito da maneira correta. Tal padrdo pode ser visto na Figura 4.3:

M1 M2

. ) @

Q2 Qi

Figura 4.3 — Convencdo para forcas de cisalhamento e flexdo.

Langando mdo das Equagdes 4.20, 4.21 e 4.14, podem ser encontrados os esfor¢os

nodais de flexdo e cisalhamento:

fiy = Qu = EIZX = Elbas = Z/(12y1 + 6011 - 12y, + 605])

(4.22)
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mi=-Mj = EI% = -El2a5 = 7( 6lys + 40412 - 6ly, + 20,1) (4.23)
foy=Q2= -E|% = El6as = %( - 12y1 - 6011 + 12y- - 6021) (4.24)
M = -M; = EIX28 = - E12a5 = Z(6lys + 40:12 -6ly, + 20,1 (4.25)

Transformando o sistema em matriz, tem-se:

fiy 12 6l —-12 6l]1 (N
my ( _Er| 6l 412 _el 21%2|) 61
foy (" B|-12 -6l 12 —6l|)Y2 (4.26)
m, 6l 212 —e6l 212]\6:

Cada elemento da viga é representado pela matriz quadrada explicitada acima,

cuja dimensdo é de tantos quantos forem os graus de liberdade envolvidos, que no caso

da secdo de viga, séo 4.

Com a viga discretizada em 5 nds, sendo dois deles alocados nas extremidades de
apoio, séo 3 os elementos a serem considerados na sobreposicdo. A sobreposicao destas

3 matrizes resulta em:

412 —6l 212 0 0 0 0
-6l 24 0 -—-12 6l 0 0
20 82 -6l 212 0 O
_El0 =12 6/ 24 0 -—-12 6l
0 6l 220 812 —61L 202 0
0 0 0 —-12 -6l 24 0 6l
0 0 0 6L 27 0 817 2P
L0 0 0 0 0 6l 212 4%

(4.27)

Que € a matriz que descreve integralmente a rigidez do modelo discretizado de
viga.

A matriz de massa M também é obtida a partir da matriz de cada elemento que

participa da discretizacdo da viga, no entanto, para esta serd utilizado o método das

energias, por meio das equacdes propostas por Lagrange.
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A equacdo de Lagrange afigura-se como um método simples de se deduzir as
equacdes de governo de um dado sistema vibratério em termos de suas coordenadas

generalizadas. A equacao pode ser expressa por:

d,aT, oT , v
—_(—) - — + — = .
dt(aq'l dq; 0q; Q (4.28)
Onde T ¢ a energia cinética do sistema, V é a energia potencial eléstica e Qi sdo

as forcas generalizadas. Todas em funcéo das coordenadas generalizadas ;.

A aplicacdo desta lei é apropriada para sistemas continuos por facilitar bastante o
equacionamento das expressdes que governam o movimento dos sistemas estruturais sob
oscilacdo. A determinacdo das modalidades energéticas, cinética e potencial elastica,
encaminhara a determinacdo das grandezas relacionadas & elas, respectivamente, matriz

de rigidez e matriz de massa.

A energia cinética da viga ja possui formulagdo pronta na literatura, e pode ser

expressa por:
T=21 pAZ)%dx (4.29)
2L p at ’

Onde u representa o campo de deslocamentos ao longo da secdo de viga,
constituido pelo somatorio do produto de duas fungdes; uma exclusiva de x (eixo que
compreende o comprimento da viga) e outra em funcdo do tempo, o0 que resulta na

seguinte expressao:
u(x,t) = Xz, i (0w (6) (4.30)

Onde as fungdes vi(x) sdo equacBes polinomiais que devem, necessariamente,

atender as condic@es de contorno especificas do elemento estrutural.

Substituindo a Equacédo 4.30 na Equacéo 4.29, chega-se a uma expressao que
relaciona o valor T de energia cinética com o elemento genérico m;j pertencente & matriz

de massa do sistema:
1 ..
T =§lej mij ulu] (431)
Em que m;; é definido por:

mij= [, pAY; P, (4.32)
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Para o caso contemplado atualmente, envolvendo um elemento de secdo de viga

plana, as equacdes polinomiais de terceiro grau relacionados a ele, sdo:
P1(0)=1-3()2+2()
P2 ()= X 2L + LGY
P3(0)=3()?-2()°
Pa(x)=-LO* + LG (4.33)

Assim, torna-se possivel determinar precisamente os valores de m;;que

preenchem a matriz M do elemento de viga ao substituir as Equacdes 4.33 na Equacao

4.32. O resultado é uma matriz com a seguinte forma:

412 131 =312 0 0 0 0
131 312 0 54 —-131 0 0
-312 0 8 131 -3 0 0
54 131 312 0 54 131
—-131 =312 0 81> 131 -—3I? 0

0
0
0
0 0
0
0 0 0 54 131 312 0 —131
0
0

_PAL

220 (4.34)

0 0 -—-131 =32 0 812 37
0 0 0 0 —131 31> 4%

Outra grandeza ndo menos importante € o amortecimento. Como citado no
Capitulo 2, destinado a revisdo bibliografica, toda analise de vibragdes de um dado
modelo estrutural deveria, a rigor, levar em conta o nivel de amortecimento oferecido
pelo material em questdo, j& que este estd intimamente ligado ao comportamento das
curvas Amplitude x Tempo e Amplitude x Frequéncia, sendo responsavel por determinar
a quantidade de energia dissipada ao longo do tempo durante 0 movimento oscilatério de
um dado equipamento. Com isso, para esse modelo, considerou-se 0 amortecimento como

0,0005 da matriz massa e da matriz rigidez, como é mostrada na Equacao 4.35:
C =0,0005K + 0,0005M (4.35)

A justificativa para a escolha de tal valor ndo é arbitraria, e repousa sobre as
condigdes proprias ao regime de amortecimento adotado para a viga: o de amortecimento
proporcional.



53

Quando se trata de corpos continuos (obviamente, incluindo-se as vigas),
mensurar 0 amortecimento ndo é uma tarefa trivial. Ao contrério do que acontece com a
massa e a rigidez, o amortecimento nao esta relacionado & uma propriedade univoca da
estrutura, antes, esta grandeza pode ser concebida como resultado de diferentes
influéncias quimicas e fisicas: interacdo intra-molecular do material, friccdo entre
elementos e ligag¢Oes do sistema estrutural, propriedades do meio fluido em que o material

esta submerso, entre outras.

Assim, como uma das tarefas mais dificeis da dindmica estrutural, estimar o valor
do amortecimento em sistemas estruturais continuos passou a ser o alvo de alguns
modelos propostos ao longo da histéria, dentre eles, 0 modelo do amortecimento
proporcional. Também conhecido como amortecimento de Rayleigh, o modelo de
amortecimento proporcional visa representar uma distribuicao uniforme dos mecanismos
de amortecimento ao longo da estrutura, 0 que preconiza uma proporcionalidade entre as

forcas devidas a ele e as grandezas elésticas e inerciais, conforme ilustrado na Eq.4.35.

O embasamento por tras da escolha do valor dos coeficientes multiplicadores de

K e M sera elucidado na sessao seguinte.

Obviamente, a menos que se esteja lidando com um problema de vibracgdes livres,
ndo faz sentido analisar um problema de desempenho oscilatério de um elemento
estrutural que ndo esteja submetido a forcamento externo. Por isso, como citado no inicio
do capitulo, a viga em questdo serve como fundacdo para um motor apoiado sobre ela. A

configuracdo desse modelo € ilustrada na Figura 4.4:

l Fosen(wt)

motor

=

Figura 4.4 — Modelo de viga sob flex&do com representagéo de motor.

O motor esta acoplado a viga e impde a ela uma excitacdo de frequéncia o, e F, =
10000 N responsavel por provocar 0 aumento das amplitudes da viga, como mostrado

pela Tabela 4.2:
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Tabela 4.2 — Dados do motor.

100 kg
0} 300 rpm

Para efeito de analise numérica, existe uma implicacéo especifica do acoplamento
motor/viga a ser contemplada. Tanto na matriz de massa como na matriz de rigidez, cada
elemento representa o fator de influéncia inercial ou elastica de um determinado grau de
liberdade sobre o outro ao longo de toda a viga. Por exemplo, o elemento k1> da matriz K
representa a influéncia da rigidez na direcéo referida ao primeiro grau de liberdade sobre

o efeito do segundo grau.

Assim, acoplar um motor no 3° n6 da viga, significa submeter um dos dois graus

de liberdade inerentes a este n6 a influéncia da massa deste motor.

E nitido perceber que esta influéncia ndo se da no sentido rotacional do n6, mas
sim na translacdo do mesmo. Portanto, o grau de liberdade diretamente afetado por este
acoplamento é o referido pelo numero 5 na Figura 4.1, que ocupa a 42 linha e a 42 coluna

tanto da matriz M como da matriz K.

O motor deve ser encarado como outro nd sobreposto ao nd ja originalmente
existente na viga, devendo ser adicionada a sua massa ao elemento ma,4) da matriz de

massa original.

Assim, foi implementada no MATLAB a rotina para 0 modelo de motor em
vibracdo acoplado a viga bi-apoiada, onde foi analisada a amplitude de vibragao
transversal do terceiro n6 no dominio do tempo, ao parear a frequéncia de operacéo do
motor com a frequéncia natural deste grau de liberdade. Também foi modelado o gréfico
referente ao dominio da frequéncia, percorrendo todo o elenco de frequéncias naturais de

cada grau de liberdade atuante ao longo do comprimento da viga.

4.1.2. Resultados da modelagem numerica

A viga foi submetida a excitagdo do motor na frequéncia correspondente ao seu

primeiro modo de vibracdo, que é exatamente a frequéncia de operacdo do motor
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acoplado sobre ela, 300 rpm ou 10z rad/s, um nivel de rotacdo considerado baixo em

relacdo & modelos comerciais.

Diante disso, o grafico referente a vibracdo do terceiro n6 diante da imposicao de

um forgamento harmonico sobre a viga possui a forma ilustrada na Figura 4.5:

UeSIvLansiig U CeHnu v ua viga

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

deslocamento (m)

-0.04

-0.06

-0.08

tempol[s]

Figura 4.5 — Resposta do n6 central no dominio do tempo.

O intervalo (t = 15s) ja tornou possivel identificar o padrdo que caracteriza o
regime permanente de deslocamento da estrutura, a grandeza realmente contabilizavel no

calculo de eficiéncia do absorvedor.

Um exercicio interessante consiste em demonstrar a superioridade do
deslocamento no né central em relagdo aos outros dois, igualmente providos de liberdade
de movimento transversal (resultado esperado tendo em vista 0 modo de vibragéo

envolvido). A Figura 4.6 ilustra a comparacao:

Deslocamento no centro da viga
T T

né central
2°/4° nés

)

<)

o)

a
T

deslocamento (m

-0.05

-0.1 | T

tempo[s]

Figura 4.6 — Comparacdo entre no central e 2°/4° no.
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O amortecimento foi incluido nesta andlise para agregar um pouco mais de
realismo a ela. J& que, como visto no Capitulo 2, este parametro altera de forma
substancial o comportamento vibratorio de um sistema sob forgamento, sendo
responsavel por absorver energia de vibracdo. Porém, posteriormente, serd analisado o
mesmo modelo de grafico sem que se envolva qualquer parametro de amortecimento,
permitindo a plotagem de um grafico em menos tempo, com um perfil igualmente util

para a apreensao de conceitos importantes a serem enunciados em seguida.

Ja o grafico de resposta em frequéncia, avaliando a vibragdo do mesmo no,

submetido a mesma frequéncia de excitacdo, é visto na Figura 4.7:

g X 106 Deslocamento X1 no dominio da fregéncia
T T T T T

X1[m]

0 . . . .
0 50 100 150 200 250 300

Frequéncialrad/s]
Figura 4.7 - Resposta em frequéncia para no central.

O perfil esperado desta curva consistiria na apari¢do de mais “picos” de amplitude,
referentes as diferentes frequéncias naturais inerentes ao sistema e compreendidas no
intervalo de 0 a 300 rad/s, representando, cada uma delas, um modo de vibracdo do
mesmo. Porém, o que se Vé ¢é a presenca de apenas um pico de amplitude, coerentemente
localizado sobre aquele que é o valor do primeiro modo de vibragéo da viga em questao,
31,6 rad/s(aproximadamente 300 rpm).

Para ilustrar este detalhe, sdo listados os valores de frequéncia natural da viga
encontrados a partir da implementacdo da mesma rotina responsavel pela geracdo dos

graficos, encontrada no Apéndice IlI:
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256411
19611
14064

W = gggg rad/s (4.36)

295.1

126,5

L 31,6

Considerando o fato de que estes sdo os valores de frequéncia natural de toda a
viga, seriam esperadas manifestacbes visiveis de ressonancia em todos os pontos
pertencentes a este vetor e compreendidos no intervalo do grafico (< 300 rad/s), mediante

a sintonizacao da frequéncia de excitacdo externa com uma destas.

Porém, este fendmeno ndo € observado por duas justificativas principais: uma diz
respeito & propria dindmica de vibracdo e outra, & uma particularidade da expresséo

amortecimento.

A primeira pode ser graficamente ilustrada através das respostas do sistema & uma

versdo do problema que ndo inclua amortecimento.

Primeiramente, considerando a resposta do nd central no tempo e sem

amortecimento, verifica-se o aspecto da Figura 4.8:

Deslocamento no centro da viga
0.2 T T T T T T T T T

deslocamento (m)

-0.15

-0.2

_025 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tempo[s]

Figura 4.8 - Resposta no tempo sem amortecimento.

Como prenunciado no grafico anterior, manifesta-se a ressonancia neste no,
através de um enorme aumento de amplitude, contabilizado em 0,2 m (tendendo ao

infinito) depois de 10 segundos de excitagéo.
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Ja considerando o dominio da frequéncia, a Figura 4.9 corrobora com o aspecto

da ressonancia previamente exibido:

«10™4 Deslocamento X1 no dominio da fregéncia
: T : T .

4.5 N

0o 50 100 150 200 250 300
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.9 — Resposta em frequéncia sem amortecimento.

Na Figura 4.7 séo incluidos os valores referentes as 3 primeiras frequéncias de
excitacdo da viga, como pode ser verificado por meio da Eq 4.36, porém apenas 2 destes

valores parecem manifestar a aparicdo de picos ressonantes (31,6 rad/s e 295,1 rad/s).

Como mencionado no inicio desta se¢do, cada um dos 8 possiveis pareamentos de
frequéncia (frequéncia externa de excitacdo e frequéncia natural) no caso da viga em
questdo suscitam um determinado modo de vibrar. Ou seja, dependendo de qual for o
valor de frequéncia de wn externamente estimulado, sera imposto a viga um determinado

padrao reconhecivel de vibracdo, como ilustrado na Figura 4.10:

Figura 4.10 — Modos de vibragao
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Logicamente, se percebe que o nimero de modos de vibracdo acompanha o
namero de valores contidos no vetor de frequéncia natural wn, Sendo 0 primeiro modo
referente & imposicdo de ressonéncia ao sistema por meio da primeira frequéncia, o
segundo, referente a segunda frequéncia natural e assim por diante. A analise aqui descrita
se dedica ao estudo da primeira frequéncia, também conhecida como principal ou
fundamental. No caso, tal frequéncia é de valor aproximadamente igual a 300 rpm, ou
107 rad/s.

Dando inicio a justificativa em si, se faz necessario lancar méo de uma férmula
capaz de descrever o campo de deslocamentos da viga ao longo do seu comprimento de
acordo com o modo de vibragéo & qual ela esta sendo submetida. E a chamada autofunco,

proveniente do desenvolvimento analitico para sistemas continuos:

Yn(x) = \/%sin(nLﬂ) (4.37)

Onde n corresponde ao modo de vibragéo estudado, L ao comprimento da viga, m
a massa por unidade de comprimento e x a localizacdo do ponto cujo deslocamento se

quer descobrir.

Como se pdde perceber, o segundo valor de frequéncia natural da viga (126,5
rad/s), referente ao segundo modo de vibrar, ndo gerou grandes deslocamentos
correspondentes a ele no grafico da Figura 4.7. Através da equacdo acima, é possivel

perceber porque isso acontece.

O deslocamento de interesse é o do nd central, localizado na metade da viga, o

que na Equacao 4.37 pode ser traduzido como:
X =1L/2 (4.38)
Fazendo com que o quociente x/L dentro do seno resulte sempre em 1/2.

Para o valor de n = 2, o produto que multiplica = resulta em 1, tornando o valor
do seno nulo e nulo também o produto Yn(X), que é exatamente o panorama encontrado

no gréfico.

Com isso, fica provado que, ndo s para n = 2, como também para todos os valores
pares de n, ndo hé& deslocamento no no central por conta da configuracdo especifica do

modo de vibragdo em vigéncia nestes pontos.
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Valores impares de n suscitam deslocamentos diferentes de 0, como percebido
para n = 3, que corresponde ao valor 296,2 rad/s. 1sso por sempre promoverem dentro da

fungéo seno um valor diferente de © e seus multiplos.

Foram gerados outros exemplos do fendmeno por meio dos trechos referentes aos

modos de vibragao subsequentes, como visto nas Figuras 4.11 e 4.12:

%1072 Deslocamento X1 no dominio da freqéncia

0.8 - 1

X1[m]

04 b

)

810 815 820 825 830 835 840
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.11 — Resposta em frequéncia para n = 5.

Onde n = 830,9.

<1077 Deslocamento X1 no dominio da fregéncia
T T T T T T T

X1[m]

1F J .
. . - . .

1940 1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.12 - Resposta em frequéncia paran = 7.
Em que n =1961,1 rad/s.

Com isso, fica clara a causa para 0 ndo aparecimento de um pico ressonante para

o valor de frequéncia referente ao segundo modo de vibrar (126,5 rad/s) na Figura 4.7.
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De fato, ndo é esperado deslocamento para este ponto por uma questdo conceitual. Na

Tabela 4.3 sdo apresentadas as frequéncias naturais inerentes a configuragdo do sistema

e 0s seus correspondentes modos de vibrar:

Tabela 4.3 — Frequéncias e modos de vibragao para viga biapoiada.

Modo de | Frequéncia Esquema do modo de vibracao
vibracao (rad/s)
1 31,6 -
w _—_—_’d_‘__/_,_,d—r—
2 126,5 3
E ﬁ
U
3 295,1 ¥
£ ,,f"—;
U d-'—’f,/
4 559,5 :
2 /fﬂ_‘qx\\ ﬁ
\“\-‘_,/ \x,_;/
5 830,9
S~ e S
6 1406,4 .
s = N 2N 2N
S S
7 1961,1 v
2N N 2N PN
S S N
8 2564,1
AN PN N N
S S N S~
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Porém, para os modos correspondentes a nimeros impares, a justificativa esta
relacionada aos valores de amortecimento proporcional utilizados, que submetem 0s

outros modos de vibrar & um regime de superamortecimento.

Existe uma expressao que relaciona os valores dos coeficientes multiplicadores de
M e K (matriz de massa e rigidez do sistema) com os coeficientes de amortecimento
referentes a cada modo de vibrar, os chamados coeficientes modais de amortecimento. A

relacdo é da forma:

gr=-L 4B (4.39)

T 2w, 2

Onde r faz referéncia a um dos modos de vibrar entre os relacionados a estrutura,

e a e B sdo os multiplicadores da matriz de massa M e de rigidez K, respectivamente.

Esta relagdo € um desdobramento do processo denominado ortogonalizacdo das
matrizes M e K, que consiste na transformacao destas matrizes em matrizes diagonais ao
multiplica-las pela matriz correspondente aos modos de vibracao e sua transposta, o que

se da da seguinte maneira:

m; 0 0
YT [Mly=[m,]=|0 ™M 0 (4.40)
0 O my,
k, 0 .. 0
YKy =[k]=|0 Ko . 0 (4.41)
0 O k,

Onde m; e k; sdo definidas respectivamente como matriz de massa modal e matriz
de rigidez modal. Nelas, os elementos diagonais [m,.] sdo as massas correspondentes ao

r*im® modo e [k, ], rigidez atribuida & este modo.

Essa forma de expressar 0 sistema € vantajosa por permitir uma anélise isolada
dos diferentes modos de excitacdo da viga ao propiciar o uso de diferentes coeficientes
de amortecimento para cada um deles, substituindo a representacdo na forma matricial
por um Unico valor &, 0 que torna a quantificacdo desta grandeza analoga a problemas

com um grau de liberdade.

Assim, voltando ao gréfico da Figura 4.7, é importante utilizar a analise modal

para compreender o padréo de comportamento de cada modo de vibragdo no que tange
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ao amortecimento. Na Tabela 4.4, estdo presentes os valores & para cada modo de

vibracdo ao atribuir a a e p o valor de 5.10*:

Tabela 4.4 - Amortecimentos modais

Modo de vibragao (yr) Frequéncia (wr) Amortecimento modal (&)

1 31,6 rad/s 0,8%
2 126,5 rad/s 3%

3 295,1 rad/s 7%

4 559,5 rad/s 14%
5 830,9 rad/s 21%
6 1406,4 rad/s 35%
7 1961,1 rad/s 49%
8 2564,1 rad/s 64%

Excetuando os modos pares, que ja ndo apresentam deslocamento em face da
excitacdo a frequéncia fundamental, seria esperado que todos os outros modos
respondessem de forma equivalente a resposta do primeiro modo no gréfico da Figura 4.7
(com picos ressonantes). Porém, através da Tabela 4.4 se percebe que os coeficientes de
amortecimento para os outros modos sdo consideravelmente mais elevados do que o
coeficiente do primeiro modo (0,8%), 0 que possivelmente caracteriza uma situacéo de
superamortecimento para os primeiros. Detalhe que provavelmente justifica a néo

concretizacdo do resultado previsto no dominio da frequéncia.
4.2. Viga sob forgamento harmonico com absorvedor

Nos sistemas com um grau de liberdade, os ADVs atenuam os efeitos de vibracéo
ao adicionarem um grau de liberdade ao sistema original, que foi o caso explorado ao
longo de todo o Capitulo 3. Com as vigas ndo é diferente, e a forma de inclusdo da
influéncia inercial e elastica destes dispositivos nos parametros do sistema original

tambem ¢é analoga.

No caso do modelo de 1 GDL, arigidez e a massa sdo representadas por matrizes
1x1, ou seja, um Unico namero. Ao se adicionar os ADVSs, estas grandezas passam a ser

chamadas como matrizes 2x2 como ilustrado na Equagéo 3.10.
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Assim, para a viga em questdo, possuindo 8 graus de liberdade e matrizes 8x8
representado sua rigidez e massa, acrescentar um grau de liberdade por meio de um ADV
significa acrescentar uma linha e uma coluna a cada uma dessas matrizes, transformando-

as em matrizes 9x9.

A ideia é alocar o ADV no no central para que sejam comparados os resultados
atuais com os anteriores, permitindo assim a verificacdo da eficacia ou ndo destes

dispositivos. Uma ilustracdo de como seria esta configuracéo € vista na Figura 4.13:

l Focos(w*t)

Figura 4.13 - Modelo de viga com ADV.

Onde mab € Kap representam a massa e a rigidez da mola que conecta o absorvedor
a viga.
O desenvolvimento analitico utilizado para a viga sem ADVs € 0 mesmo a ser

utilizado para a viga ap0s a adicdo deles. Portanto, as matrizes que descrevem a inércia e

a rigidez do conjunto acoplado séo, respectivamente:

_mll 0 -
0
0
0
M= 0 (4.42)
0
0
0
[0 0 0 0 0 0 0 0 mgl
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—kll 0 -
0
0
_kab
K = 0 (4.43)
0
0
0
L0 0 0 kg O 0 0 O Kyl

Feito isso, foram selecionados valores de massa e rigidez do absorvedor, de modo
que a relacdo entre eles fosse de encontro ao primeiro valor de frequéncia natural (ou
modo de vibrar) do vetor @n (300 rpm), que constitui a énfase do caso em estudo.
Pensando nisso, para map foi escolhido o valor de 5 kg e para ka,, aproximadamente
5x103 N/m.

4.2.1. Absorvedor e viga sem amortecimento

Apb6s a adicdo do absorvedor, antes mesmo de se considerar qualquer
amortecimento, o resultado grafico no dominio do tempo ja faz sentir a atenuacao de

amplitude na vibracdo da viga, como mostrado na Figura 4.14:

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
T T T T T T T

deslocamento (m)

-0.02 b

-0.04 |- 8

-0.06

8 10 12 14 16
tempols]

o
N
NS
(@]

Figura 4.14 — Deslocamento no tempo com absorvedor.

Como se viu na Figura 4.8, o deslocamento do no central da viga apos 10
segundos, estando ela sob efeito de ressonancia, ja era da ordem de 0,2m. Em decorréncia
da acdo do ADV, a resposta do sistema passa a ter amplitude maxima em
aproximadamente 0,05m.
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Um detalhe interessante a ser apreciado neste grafico € a manifestacdo do
fendmeno do batimento. O batimento ocorre quando a amplitude de deslocamento do
objeto em vibracdo (no atual caso, 0 n6) aumenta e diminui seguindo um padrao regular.
Tal particularidade € vista nos casos em que a frequéncia de excitacdo imposta ao sistema
estd proxima, mas ndo é exatamente igual ao valor de frequéncia natural do mesmo. O
ADV foi parametrizado de forma a compartilhar do mesmo valor de frequéncia natural ja
presente originalmente na viga (tido por fundamental, a saber 31,6 rad/s) e, como sera
visto em seguida, na Figura 4.15, este acoplamento ocasiona o surgimento de novas
frequéncias naturais para o conjunto, ligeiramente diferentes daquela que, anteriormente,

provocava ressonancia:

«1074 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
8 T T T T T

X4[m]
N

. . . . \
o] 50 100 150 200 250 300
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.15 — Resposta em frequéncia com absorvedor.

Portanto, aqui se observa o surgimento de mais um pico de deslocamento em
relacdo ao grafico da Figura 4.9. Tal fendbmeno é esperado, dado que a presenca do ADV
redunda na participacdo de mais um grau de liberdade no sistema, atribuindo a ele mais

uma frequéncia critica de excitacéo.

Concordantemente com o batimento verificado na Figura 4.14, outro
desdobramento interessante se manifesta numa pequena mudanca nos valores do vetor
on, € 0 chamado espalhamento, onde a frequéncia que imperava isoladamente como a
principal deixa de ser causadora de ressonancia e ¢ “repartida” em dois novos valores. O
fendmeno torna-se mais facilmente visualizavel ao dar um zoom na &rea do gréafico

mostrada na Figura 4.16:
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«10°° Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
. : . . . .

29 30 31 32 33 34 35
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.16 — Ampliacéo da regido do grafico

Como se pode ver, na regido do eixo de frequéncias onde antes se manifestava
aumento abrupto do deslocamento do n6 (31,6 rad/s, aproximadamente 300 rpm), agora
se vé um “vale”, que € justamente a finalidade a que se propde o0 ADV. O novo elenco de

frequéncias naturais do sistema, expressas em rad/s, é:

2564,17
1961,1
1406,4
830,9
559,5 (4.44)
295,1
126,5

32,0
| 31,2 |

Analisar a resposta da viga desconsiderando amortecimento em ambos 0s
componentes do sistema (viga e ADV) € um expediente Gtil para consolidar um resultado
que torne clara a eficacia do ADV em amenizar as oscilagdes num sistema continuo, além
de permitir a visualizacdo de fendmenos esperados (espalhamento e batimento),

conformes as expectativas largamente discutidas na bibliografia.
4.2.2. Absorvedor sem amortecimento em viga amortecida

A ideia daqui para frente é retomar o caso mais geral, reconsiderando
amortecimento na estrutura da viga para consolidar um bom pardmetro de comparacgéo

com os primeiros resultados apresentados (Figuras 4.5 e 4.7) e, posteriormente, passando
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a inclui-lo também no proprio absorvedor, onde serdo feitas as devidas analises de

otimizacdo.

Primeiramente, para comprovar e quantificar efetivamente o trabalho do ADV, é
demonstrado, por meio da Figura 4.17, o gréfico referente ao deslocamento do né central

no dominio do tempo, considerando primeiramente apenas o amortecimento da estrutura:

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
0.04 T T T T T

0.03

0.02

0.01

deslocamento (m)
IS
o
- o

-0.02

-0.03

_0.04 L L L I L
(0] 10 20 30 40 50 60

tempol[s]

Figura 4.17 — Deslocamento no n6 central com ADV.

O gréfico fornece o deslocamento em regime permanente do n6 apos a adi¢do do
ADV. Assim, torna-se possivel calcular a eficiéncia de absor¢cdo do mesmo, langando

mdao do mesmo expediente utilizado no Capitulo 3, mais precisamente na Equagéo 3.11.

Para o referido caso, onde anteriormente o deslocamento estabilizava-se em
0,08m, agora experimenta uma queda para aproximadamente 0,02m. O que corresponde

a uma eficiéncia de absorcao que beira o valor de 75%.

Também é conveniente avaliar a resposta do sistema no dominio da frequéncia,

exposta na Figura 4.18:
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5 X 106 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia

T : . T T . T : T
4.5 - B
4 + |
3.5 i
3 4
S2st |
2 4
1.5 - i
1 4
0.5 5

o ! . . . . . . . I
o] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Frequéncia[rad/s]
Figura 4.18 — Resposta do né central no dominio da frequéncia com ADV.

Aqui, mais uma vez é ilustrado o fenbmeno do espalhamento. Distribuicdo da
frequéncia originalmente critica em duas novas frequéncias naturais, gerando

deslocamentos atenuados em relacdo a primeira.

Mais importante ainda é atestar a coeréncia entre os dois graficos. Como se pode
ver na Figura 4.18, o “vale” gerado estritamente sobre o valor da frequéncia fundamental
(31,6 rad/s) converge para um valor proximo & 2 x 10°%m, o que, a principio, ndo condiz
com a condigdo de regime permanente demonstrada no grafico referente ao dominio do
tempo, que aponta para uma estabilizagdo em aproximadamente 0,02 m ou 2 x 102 m.
Tal divergéncia é facilmente dissolvida ao reportar as duas respostas ao conceito de

receptancia, importante ao se tratar os graficos de resposta em frequéncia.

Primeiramente, serd necessario um breve retorno ao modelo do sistema de

maultiplos graus sem amortecimento, cuja equa¢do de movimento pode ser expressa como:

[M]x(t) + [K]x(t) = £(t) (4.45)

Onde f(t) é um vetor de forca n x 1 de ‘n’ forgas externas. Sendo estas forgas

harmonicas, com a mesma frequéncia e fase, entdo:

Fy
£ = lﬂ sin wt (4.46)
F,
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Onde os componentes do vetor f(t) correspondem as amplitudes das forcgas

harmonicas exercidas sobre o sistema. Estas sdo grandezas reais.

J& os vetores deslocamento e aceleracéo sdo dados po:

x(t)= sin wt = X sin wt (4.47)

x(t) = —w? X? sinwt = —w?X sin wt (4.48)

Substituindo-se as EquacOes 4.47 e 4.48 na Equacdo 4.45, tem-se:
—w?[M]X sinwt + [K] X sinwt = F sin wt (4.49)
Ou, ap6s as devidas simplificagdes:
([K]— ?[MDX =F (4.50)

Onde a matriz ([K] — w?[M]) é conhecida como matriz de rigidez dindmica de

um sistema de multiplos graus de liberdade ndo-amortecido, e é denotada [Z (w)], ou seja:
[Z(w)] = [K] — w?[M] (4.51)
E onde:
zij(w) = kij — w?my; (4.52)
Dessa forma, a Equacéo 4.50 pode ser reescrita como:
[Z(w)]X =F (4.53)

Sendo a matriz [Z(w)] ndo-singular, a amplitude X de resposta do sistema pode

Ser expressa COmMo:
X = [Z(w)]'F (4.54)

O inverso da matriz [Z(w)] é denominado matriz de receptancia do sistema e é

denotado por [a(w)], 0 que corresponde a:
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a11(w) ap(w) ... ap(w)
[a(@)] = (K] - 0?[M])7! =|%21(®) @22(@) .. @m(@)| (455
anl(w) “nz(w) ann(w)

Os elementos da matriz [a(w)] representam exatamente as fungdes de resposta

em frequéncia do sistema mediante a aplicacdo de um for¢camento.

A matriz de receptancia é simétrica, porque a matriz de rigidez dindmica também
é simétrica. A propriedade de simetria manifesta a natureza reciproca de um sistema de
maultiplos graus de liberdade em relacdo as suas respostas de vibracdo. Assim, uma
resposta na coordenada ‘i’ devido a uma forga aplicada na coordenada ‘j” ¢ a mesma

resposta na coordenada j” devido a forga aplicada na coordenada ‘i’.

A amplitude de resposta na coordenada ‘i’, por exemplo, pode ser compreendida

como:
Xi - a((l)il)Fl + a(wiz)Fz ++a(a)m)Fn (456)

Finalmente, caso apenas uma forca seja aplicada ao sistema (o que condiz com o

caso estudado), por exemplo Fj, entdo a Equacéo 4.56 se reduz a:
a(a)ij) = % (E=0,r=12,.. ,ner #j) (4.57)
]

Isto sugere que o ij®™° elemento da matriz [a(w)] é a fungdo resposta em
frequéncia quando o sistema tem apenas uma for¢a de entrada aplicada a coordenada ‘j’,
sendo a resposta medida na coordenada ‘i’. Esta ¢ a interpretacdo fisica da receptancia

para um sistema com multiplos graus de liberdade.

Tanto a matriz de receptancia quanto a matriz de rigidez dindmica permanecem
inalteradas quando o problema envolve um sistema amortecido. Restando apenas que
agora a funcéo de resposta no dominio da frequéncia passa a ter uma parte imaginaria nao

nula, transformando-se numa fungdo complexa.

Portanto, a aparente diferenca entre as duas respostas obtidas tem relacdo com a
amplitude da forca harmonica que impde excitacdo ao sistema, de valor igual a 10.000 N.
Valor que, ndo por acaso, é o multiplo que separa as medidas em comparacéo: 2 x 102 m

no dominio do tempo e 2 x 10°® m no dominio da frequéncia.

4.2.3. Absorvedor amortecido em viga amortecida
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Enfocando, daqui em diante, no desempenho de absor¢do em si, uma importante
observacdo diz respeito & possibilidade de se garantir um nivel de amortecimento étimo
para 0 ADV acoplado a viga, seguindo um método analogo ao utilizado na otimizacéo do
sistema com dois graus de liberdade. Este desenvolvimento obviamente exige algumas
adequacdes, ja que agora as grandezas envolvidas (massa, rigidez e amortecimento) ndo

mais séo expressas por escalares, mas por matrizes acopladas.

Primeiramente, relembrando o expediente utilizado no Capitulo 3 para o modelo
simplificado de um grau: é sabido que diferentes niveis de amortecimento no ADV geram
diferentes curvas de resposta em frequéncia que, no entanto, sempre convergem em dois
pontos: P e Q. Estes pontos passam a ser cruciais na analise pois, segundo registrado em
bibliografia (DEN HARTOG, 1947), a curva de deslocamento que passa pelo mais alto
entre eles com derivada igual a zero corresponde, necessariamente, ao coeficiente de
amortecimento ideal para o ADV. Além disso, a melhor amplitude de ressonancia

possivel (referente ao amortecimento 6timo) é a ordenada deste mesmo ponto.

Com estes pressupostos em mente, é demonstrado na Figura 4.19 um gréfico que
inclui 4 curvas, referentes a quatro coeficientes de amortecimento: 0,003; 0,005; 0,01;
0,03 e 1:

106 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
X
6 T T T T

U,3%
0,5%
1%

L 3% J
100%

X4[m]

09 002 094 096 098 1 1.02 104 1.06 1.08 1.1
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.19 — Deslocamento do n6 central para diferentes amortecimentos
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Considerando que o método do Den Hartog (1947) contempla os casos em que
ndo se inclui amortecimento no sistema principal, o gréafico a ser utilizado é expresso na
Figura 4.20:

«107° Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
T T T

T T T

X4[m]

0.5

0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04 1.06
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.20 — Curvas de resposta em frequéncia para viga sem amortecimento.

Como esperado, verificam-se dois pontos de intersecéo, P e Q, entre as curvas

para diferentes amortecimentos.

O meétodo utilizado no Capitulo 3 foi desenvolvido originalmente para um sistema
com dois graus de liberdade, por isso, os parametros envolvidos nas formulagdes, bem
como as relacdes entre eles, eram intuitivamente determinados. Aqui, em se tratando, por
exemplo, de um valor da massa que represente fielmente a inércia da viga, tal atribuicédo
ndo é tdo simples, requerendo atencdo sobre como esta grandeza é distribuida ao longo

da extensdo do objeto em estudo.

A bibliografia ndo € tdo clara quanto a uma aproximacao que melhor represente a
participacdo efetiva da massa de uma viga num problema de vibracGes (de forma a fazé-
la corresponder a um corpo rigido). Timoshenko (1937) até incluiu em sua bibliografia o
denominado Método de Raylegh, que visava quantificar a influéncia da massa de uma
viga centralmente solicitada sobre as suas frequéncias naturais, porém, o procedimento
se restringe aos casos em que o carregamento é grande quando comparado ao peso da

viga, 0 que claramente n&o coincide com o caso aqui estudado.
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Como observado na Figura 4.20, o valor de equalizacdo ideal do fator f, em fungéo
do qual os pontos P e Q séo nivelados, estd muito proximo de 1 j& que, para qualquer que
seja a massa equivalente da viga, ela certamente sera contabilizada numa ordem de
grandeza muito maior a da massa do absorvedor. A Equacao 4.58 recapitula a relagédo

representada por f, utilizada no Capitulo 3:
f=2e (4.58)

Onde w,, é a frequéncia natural do ADV e w,, a frequéncia fundamental da viga,

correspondendo, neste caso, a 31,6 rad/s.

E a equacdo envolvendo f que regula o seu valor 6timo (nivelando P e Q) é da

forma:

f=1 (4.59)

Onde y representa a razdo -, massa do ADV sobre massa M do sistema

principal.

O proximo passo, portanto, consiste em encontrar um valor de amortecimento tal
que a sua respectiva curva de resposta em frequéncia passe com derivada nula pelos
pontos P e Q. A principio, se pode presumir que tal valor estd bem préximo de 1%
(retornar a legenda da Figura 4.19), j& que esta curva é a que mais se aproxima da
condigdo imposta para 0 amortecimento ideal. Apos alguns testes, chegou-se a concluséo
de que um coeficiente de 1,6% € o que realmente satisfaz tal condicdo, como mostrado

na Figura 4.21, onde a curva para C/Ccr:O’Ol (1%) foi substituida pela de

amortecimento 6timo:
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«107% Deslocamento X4 no dominio da fregéncia
T T

X4[m]

0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04 1.06
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.21 — Resposta em frequéncia com amortecimento ideal (1,6%).

Como mencionado anteriormente, 0 método aqui implementado, em sua versdo
original, ndo leva em conta qualquer valor de amortecimento no sistema principal. Porém,
Warburton e Ayonride (1980) realizaram estudos sobre as implica¢6es desta consideracao
na obtencdo de valores 6timos de amortecimento e, na maior parte dos casos estudados,
os valores resultantes para este parametro ndo sdo muito diferentes dos encontrados por

Den Hartog.

4.3. Andlise de sensibilidade de outros parametros do ADV

4.3.1. Local de acoplamento

Outra abordagem interessante no estudo de ADVs decorre da busca por uma
localizacdo favoravel de acoplamento destes ao sistema principal. O estudo em curso, que
se baseia numa viga biapoiada dividida em 4 vdos (ou 5 nos), oferece uma versdo
extremamente simples de resolucdo deste problema, ja que, tanto o carregamento
concentrado no centro da viga como a configuracdo dos apoios implicam necessariamente

numa reacao elastica espelhada (ou simétrica) entre as duas metades da viga.

Sendo assim, em Gltima analise, existem duas formas de se acoplar o ADV a viga

neste caso, levando em conta resultados efetivos de absor¢éo: ou no centro da viga ou em

. , . ~ . N . L
um dos dois outros nos livres (ndo vinculados a apoio), representados tanto por x = "

3L
CoOmo por x = 7
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O resultado no dominio do tempo, ilustrado na Figura 4.22, leva em conta o

primeiro dos casos supracitados e dota o ADV do amortecimento supostamente ideal

encontrado anteriormente (1,6%):

deslocamento (m)

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
0.05 T T T T T T T T .

0.04 M

0.03

0.02

0.01

-0.01 -

-0.02

-0.03

-0.04

_0.05 1 1 I 1 1 I 1 L I
(0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempol[s]

Figura 4.22 — ADV em L/2 com amortecimento de 1,6%.

Jé& a Figura 4.23 mostra o resultado no mesmo dominio para um acoplamento do

ADV em um dos outros dois nés livres, a saber: x = L/4 e x = 3L /4.

deslocamento (m)

Assim,

duas situacdes

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
0.06 T T T T T T T T T

0.04

0.02

o
o
N

T

_0.06 . . . . 1 . . . .
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempols]

Figura 4.23 — ADV em L/4 ou 3L//4.

organizando os resultados de eficiéncia de absorcdo dos absorvedores nas

na Tabela 4.5, fica claro que o arranjo favoravel envolve, necessariamente,

a conexdo do ADV ao no central da viga em questéo:

Tabela 4.5 - Comparagéo entre configuracdes de acoplamento.
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Localizacdo do ADV Deslocamento em regime | Eficiéncia de absorgéo (%)

permanente (m)

L/2 0,045 43,75
L/4 ou 3L/4 0,055 31,25
4.3.2. Massa

A massa é um parametro cuja selecdo é crucial no trabalho com ADVs e, apesar
de ndo haver um estudo amplamente divulgado sobre a escolha de valores ideais na
literatura de vibragOes mecéanicas, algumas teses se apoiam numa sucesséo de tentativas
numéricas em diferentes arranjos estruturais para estipular faixas de utilizacdo favoraveis

desta grandeza.

De acordo com Chen e Huang (2004), um sistema estrutural experimenta um
efeito mais conveniente na absorc¢éo de suas vibraces quando a relacdo entre a sua massa
e amassa do ADV esta contida na faixa de valores que vai de 0,01 a 0,15 (entre 1 e 15%).
Considerando que o valor de massa total do sistema é de 15.800 kg (massa da viga somada
a do motor), isso significa que o valor de massa envolvido no trabalho do ADV até o
presente momento (5 kg) é de uma ordem bem menor que a desejavel, apesar de, ainda
assim, permitir a elucidacdo de conceitos interessantes da dinamica de interacdo entre o

ADV e a estrutura da viga.

Ao aproximar o modelo a um cenario mais realista, este estudo de sensibilidade
também traz a tona uma curiosidade sobre como distribuir melhor a massa dos ADVs ao
longo da viga. Massas maiores e mais robustas redundam em novas solicitagcdes
mecanicas e exigem novos niveis de resisténcia estrutural da viga, que talvez ndo sejam
tdo bem atendidos pela solucdo trivial feita ao instalar o ADV ao né central. Portanto,
novas configuracdes que incluam mais de um ou até mesmo mais de dois ADVs sao

potencialmente convenientes.

Para tornar este estudo razoavelmente abrangente e a0 mesmo tempo ndo muito
extensivo, sdo selecionadas para teste trés razdes de massa (p): 0,01; 0,05 e 0,10. As
subsecdes seguintes serdo dedicadas a discussdo sobre cada uma destas condigdes, bem

como sobre suas respectivas implicagoes.
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4.3.2.1. Razado de massa 1%

Neste caso, 0 ADV teria uma massa igual a 1% da soma da massa total da viga

com a do motor apoiado sobre ela, calculada em 15.800 kg. Ou seja, um ADV de 158 kg.

A abordagem mais bruta do modelo, que ignora amortecimento na viga e no ADV
ja é importante para esclarecer uma primeira implicacdo interessante, segundo a Figura
4.24.

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
0.01 T T T T : T . T T

0.008

0.006

0.004

0.002

-0.002

deslocamento (m)
@]

-0.004

-0.006

-0.008 b

-0.01

tempol[s]
Figura 4.24 — Performance do ADV com p = 1%.

Coerentemente, aqui mais uma vez se manifesta o fenbmeno do batimento
discutido anteriormente, com duas alteracGes principais: o periodo em que se da a unidade
padréo da resposta no tempo diminuiu de 8 segundos para aproximadamente 1,5 segundos
e o valor de deslocamento final, que limita a amplitude da curva é de aproximadamente

9 mm, grandezas substancialmente menores do que as verificadas na Figura 4.14.

Ja o grafico de resposta em frequéncia propicia uma observacdo sobre o

“espalhamento” das frequéncias naturais, segundo atesta a Figura 4.25:
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~«10™4 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
T T T : :

7

. . . . .
o 50 100 150 200 250 300
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.25 - Resposta em frequéncia para ADV.

Aqui o espalhamento se torna bem mais evidente em relacdo a resposta em
frequéncia com um ADV de 5 kg. A frequéncia natural original, situada em 31,6 rad/s é

substituida por duas novas: 29,4 rad/s e 33,9 rad/s, como ilustrado na Figura 4.26:

~«10°© Deslocamento X4 no dominio da freqgéncia

Xd[m]

24 26 28 30 32 34 36 38 40
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.26 - Novas frequéncias para p igual a 1%.

Levando em conta o amortecimento anteriormente adotado para a viga,
representado na forma de amortecimento proporcional (@ = f = 5 x 10™%), se segue a

obtencédo dos seguintes gréficos, ilustrados pelas Figuras 4.27 e 4.28:
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0.01 Deslocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
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Figura 4.27 — Resposta no dominio do tempo para viga amortecida.

5 X 106 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
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Figura 4.28 — Resposta no dominio da frequéncia para viga amortecida.

Trabalhando com um valor de massa mais razoavel, os indices de amortecimento
gue concorrem na busca por um patamar 6timo também tendem a se tornar cada vez mais
familiares a pratica da engenharia. Isso ja fica claro ao se observar o grafico de resposta
em frequéncia para este novo parametro de massa, cujos coeficientes de amortecimento

séo listados na legenda da Figura 4.29:
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«107 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia

2%

4 |

X4[m]

1.2 1.4 1.6
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.29 — Resposta em frequéncia para varios amortecimentos.

Mais uma vez, como postulado por Den Hartog (1947), a curva de amortecimento
ideal passa com derivada nula sobre o mais alto dos pontos de interse¢do (no caso, 0 ponto
P). Segundo uma avaliacdo visual do gréafico, € razoavel supor que tal coeficiente seja

encontrado entre a faixa de valores delimitado por 7% e 10%.

Apds alguns testes, ficou claro que o valor desejavel é de 9%, como ilustrado na

Figura 4.30, onde a curva antes referente ao coeficiente 10% foi substituida pela
representante do parametro ideal:

Deslocamento X4 no dominio da fregéncia

T T ‘ 1‘ T T T ]

=107
4.5 F '

X4[m]

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Frequéncia[rad/s]

Figura 4.30 — Resposta em frequéncia contendo amortecimento ideal.
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Segundo a Equacéo 3.25, que fornece o coeficiente de amortecimento étimo de
um ADV para sistemas com um grau de liberdade, a relacdo adequada para esta
configuracdo seria de aproximadamente 6%. Obviamente, ndo € esperada sintonia entre
os dois resultados ja que o sistema principal, constituido pela viga e motor, ndo esta sendo
avaliado como um corpo rigido, apresentando continuidade nos parametros de massa,

rigidez e amortecimento.

Porém, é interessante avaliar o erro entre os dois resultados para atestar e embasar

esta inadequacdo. Para p = 1%, este erro esta avaliado em 33%.

Como ¢ sabido, este procedimento se restringe a avaliacao de situacées em que o
sistema principal seja desprovido de amortecimento. A Figura 4.31 mostra o aspecto da
resposta em frequéncia referente ao indice ideal anteriormente informado (9%)

comparando a situacdo de uma viga amortecida com uma ndo amortecida:

« 1077 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia

16 B
viga ndo amortecida

viga amortecida

14

X4[m]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.31 — Comparacao entre viga amortecida e ndo amortecida.

Fisicamente coerente, o grafico comprova o efeito do amortecimento atribuido a
prépria viga sobre o deslocamento do n6 central, sendo representado por uma curva que
se aproxima do aspecto da vibragdo superamortecida no caso de viga amortecida e por
outra que mais se assemelha ao espalhamento, tendendo a formacao de dois novos “picos”

bem definidos.
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4.3.2.2. Razao de massa 5%

As Figuras 4.32 e 4.33 ilustram o resultado no dominio do tempo e no dominio da
frequéncia para um ADV de 725 kg desconsiderando, a principio, 0 amortecimento da

viga e do proprio dispositivo de absorcéo:

Dggfocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
T T T T T

deslocamento (m)

. . \
(o] 5 10 15 20 25 30
tempol[s]

Figura 4.32 — Resposta no tempo para pu = 5%.

Deglbcamento X4 no dominio da freqéncia

X4[m]

0 50 100 150 200 250 300
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.33 — Resposta em frequéncia para p = 5%.

O fenbmeno do batimento, apesar de pouco visivel, continua ocorrendo, mas

mediante um periodo muito menor.
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Ja a Figura 4.33 demonstra a tendéncia de modificacdo do espalhamento das
frequéncias em fungdo da relagdo entre as massas , se tornando um fendmeno t&o mais
notavel quanto maior for o valor da mesma. A frequéncia fundamental original, situada
em x = 31,6 rad /s se transforma em duas novas frequéncias no novo sistema (viga e

ADV): 27 rad/s e 37 rad/s.

O método de otimizacdo também encontra espaco para uso diante desta nova
configuracdo, envolvendo desta vez coeficientes de amortecimento um pouco maiores,
como ilustrado na Figura 4.34. Nela, ja foi incluida a curva referente ao valor 6timo,

avaliado em 20%:

w1077 Deslocamento X4 no dominio da fregéncia

——10%
121 15%

20%
———30%
10 - 100% | 7

X4[m]

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.34 — Amortecimento 6timo com p = 5%.

De acordo com a Equacéo 3.25, utilizada no Capitulo 3 para relacionar dois corpos
rigidos manifestando a mesma razdo p = 5%, o valor ideal para o coeficiente de
amortecimento é de 12,7%, restando assim um erro de 36,5% para 0 uso do método

considerando tal relacdo de massas entre viga e absorvedor.

Repetindo o que foi feito para p = 1%, por meio da Figura 4.35 é avaliado o
desempenho no dominio da frequéncia do ADV portando o amortecimento informado

(20%) para as situagOes de viga amortecida e ndo amortecida:
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«1077 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
T T T T T

9r - - - i
viga ndo amortecida

viga amortecida

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.35 — Comparagéo entre viga amortecida e ndo amortecida.

Lancando méo de um ADV mais robusto, passa a ser interessante para o projetista
a aplicacdo de algum método que permita a distribuicdo da carga inercial de um ADV
entre outros dispositivos menores que, além de manter inalterada a relagdo de massa ,
também evitem a perda de eficiéncia na absor¢do das vibragdes. Além disso, existe uma
desvantagem flagrante no uso de apenas um ADV em relacdo a utilizacdo de mais de uma
unidade: um ADV isolado é sintonizado de forma a contemplar um Gnico valor de
frequéncia natural, sendo insensivel a excitacdo do sistema sob frequéncias que se
avizinhem a este valor, o que, em alguns casos, pode tornar insatisfatério ou
inconveniente o desempenho oferecido pelo dispositivo. Sistemas estruturais complexos
com pontes ou edificios, por exemplo, ndo podem experimentar vibragdes muito
agressivas por uma questdo de conforto de seus ocupantes. Por isso, um atenuador de
vibracOes deve ser capaz de atuar ndo em uma frequéncia, mas numa regido que inclua

valores proximos o suficiente da ressonancia para produzir resultados indesejaveis.

Pensando nisso, um novo modelo € proposto: uma viga submetida exatamente a
mesma solicitacdo harmonica e munida de trés ADVs, segundo o esquema ilustrado na
Figura 4.36:
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\L F, sin(wt)

motor

® 0 ) ® L)
I
< = <
L/4 L/4 L/4 L/4

Figura 4.36 — Modelo viga/motor com 3 ADVSs.

Como dito anteriormente, a vantagem deste arranjo € distribuir a massa
efetivamente envolvida na atenuacgéo das vibragdes entre dispositivos que, em conjunto,
atuem de maneira mais versatil neste sentido. Porém, antes de dirigir atencdes a
comprovacao da veracidade desta afirmacdo, importa fazer uma analise do ponto de vista
da Resisténcia dos Materiais, avaliando as reais condi¢6es da viga em questao de suportar

as solicitagdes mecanicas produzidas por estes dispositivos.

Primeiramente, um DCL da viga amparada por 3 ADVs € mostrado na Figura
4.37. Neste diagrama estdo sendo considerados os pesos dos dispositivos, o peso do motor
apoiado sobre a viga e 0 moédulo da forca harménica que reincide no centro da viga,
entendido como o maior carregamento possivel proveniente deste forcamento.

Considerando a aceleracdo da gravidade g = 9,81 m/s2:

2,58 kN 13,56 kN 2,58 kN

R

9,36 kN 9,36 kN

Figura 4.37 — DCL da viga com trés ADVs.
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Os graficos de esforco cortante e momento fletor derivados deste caso sdo

ilustrados nas Figuras 4.38 e 4.39, respectivamente:

FkN)
9,36
6,58 | _
25 5 75 10
: —
I d((m)
|
|
658 |
9360l —
Figura 4.38 - Grafico de esforco cortante.
M(kNm)
4035 __/_\
25 5 7.5 0
—
d(m)

Figura 4.39 — Gréfico de momento fletor.

Para esta avaliacdo, foi selecionado o critério de von Mises como forma de
representar o estado de tensdes na se¢do critica e compara-lo ao limite de escoamento do

material constituinte da viga, neste caso, 0 ago 1020. A expressdo a ser utilizada tem o

/afnéx + 312, < 0, (4.58)

seguinte aspecto:
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Onde 0,5, € atensdo de flexdo maximae t,,,4, € a forca de cisalhamento maxima
verificadas na secdo critica da viga. Ao lado direito da equacéo, o, simboliza o limite de

escoamento do material.

Como indicado, o0 momento fletor maximo ocorre no centro da viga, sendo
contado em 40,35 kN. Munido desta grandeza, é possivel calcular a tensédo de flexdo

maxima produzida por este carregamento, segundo a Equacéao 4.64:

Opay = omixC (4.59)

1

Considerando o valor c como a distancia do eixo neutro até a extremidade da secado
transversal, de altura total igual a 1422 mm, se pode dizer que ¢ = 711 mm. Ja 0 momento
de inércia 1, como registrado no inicio do Capitulo 4, é de 8 x 1073, O resultado da
Equacdo 4.64, portanto, é de 3,58 MPa.

A expressdo que quantifica a tensdo cisalhante na secéo critica da viga (leia-se, no

ponto de flexdo méxima) € expressa por meio da Equacgéo 4.65:
vQ
Tmax = Tt (4.60)

Onde o valor @ é nulo ao se mensurar a tensao no eixo neutro, que é onde ocorre
a mais intensa solicitacdo provocada pela flexdo. O que transforma a Equagéo 4.58 em

Omax < Op.

Considerando que o limite de escoamento do Ag¢o 1020, do qual a viga é

constituida, é avaliado em 350 Mpa, fica clara a viabilidade do arranjo proposto.

Provada a viabilidade mecéanica do modelo proposto, o foco novamente repousa
na analise de resultados numéricos. Num primeiro momento, observa-se, por meio da
Figura 4.40, o desempenho no tempo de um Udnico ADV munido do grau de
amortecimento informado pelo método gréfico utilizado acima (20%), acoplado a viga

também amortecida:
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DggPocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
T T T T

N
T

deslocamento (m)
o

1
N
T

4

_6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempols]
Figura 4.40 — Desempenho no tempo de ADV 20% amortecido.

Onde o deslocamento maximo é avaliado em 4,6 x 1073 m. Ja a Figura 4.41

ilustra a resposta gerada pela mesma configuracdo, desta vez no dominio da frequéncia.

<1077 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia

X4[m]

L I 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequéncialrad/s]

Figura 4.41 — Resposta em frequéncia com ADV 20% amortecido.

Considere-se desta vez um conjunto de 3 ADVs de massas iguais (263 kg cada) e
amortecimentos de 20%, como e cujos parametros sdo sintonizados de forma a atender a

demanda da frequéncia fundamental apenas (31,6 rad/s), como assinalado na Tabela 4.6.
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Manifestam-se resultados no dominio do tempo e da frequéncia demonstrados nas Figuras

4.42 e 4.43, respectivamente:

Tabela 4.6 — Parametros dos ADVSs.

X4[m]

Rigidez (k;) Frequéncia Massa (m;) | Amortecimento
natural (w;) (c;)
ADV 1 262390 N/m 31,6 rad/s 263,33 kg 3322,8 Ns/m
ADV 2 262390 N/m 31,6 rad/s 263,33 kg 3322,8 Ns/m
ADV 3 262390 N/m 31,6 rad/s 263,33 kg 3322,8 Ns/m
4 x 10" Deslocamento no centro da viga sob ressonancia
ol
ol
E
al
6|
o 2 a4 & 8 tem1so[S] 12 14 16 18 20
Figura 4.42 — Resultado para 3 ADVs no dominio do tempo.
.10 __Deslocamento X4 no dominio da freqéncia _

0.6 0.8
Frequéncia[rad/s]

1 1
1.2 1.4

1.6

Figura 4.43 - Resposta em frequéncia para 3 ADVs.
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Verifica-se um aumento na amplitude de vibracdo do no central, que atinge
patamares ainda maiores em relacdo a viga munida com apenas um ADV. O
deslocamento no dominio do tempo passa a ter uma amplitude de 6,5 x 1073 m, 45%

maior que a resposta do sistema sob a acdo de um dispositivo isolado.

Porém, como discutido no inicio do capitulo, projetistas que lidam com situagoes
reais, imbuidos da funcédo de propor formas convenientes de minimizar as vibracdes de
uma estrutura, geralmente ndo focam suas atencdes em apenas uma intensidade de
excitacdo, mas em um grupo de frequéncias aglomeradas em volta da frequéncia natural
que se deseja controlar, isso porque, via de regra, as frequéncias que se avizinham a
fundamental ja engendram oscilac6es capazes de danificar a estrutura (no caso de pontes
ou edificios, por exemplo) ou produzir alguma espécie de desconforto para 0s seus

USUArios.

Felizmente, Jangid (1999) desenvolveu um método de otimizacdo de parametros
para sistemas com mais de um ADV. Baseando-se numa sucessao de testes numéricos, as
respostas gréficas consideradas ideais o permitiram sugerir equagdes que fossem Uteis na

determinacdo de valores 6timos de massa, frequéncia e amortecimento.

A técnica fundamentou-se no procedimento Min/Max proposto por Tsai e Lin

(1993), cuja metodologia consistia em variar a razdo de amortecimento dos absorvedores,

a largura de banda % (simbolizada por f no método de Den Hartog utilizado no Capitulo

3) e arazéo wi (simbolizada por g no Capitulo 3) para valores fixados de p(relagao entre

massa do absorvedor e estrutura priméria) e n (namero de ADVs envolvidos), em busca,
com isso, de fazer a resposta permanente maxima do sistema atingir o menor valor

possivel. As expressdes sugeridas para tais parametros sdo:

§'= /m+(al+ avu + a3,u)\/ﬁ{a4(\/%—1)+a5 (%—1)+

as(Vn - 1)} (4.61)

fotimo = L0, (a; + ax\/u+ a3ﬂ)\/ﬁ{a4 (i - 1) +as(n—1) + ag(vVn—

14+u Vn

1)}%ﬁ (4.62)
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Jstimo = (a1 + azll + azp)\u {a4 (\/_15 - 1) +as(n—1) + ae(‘/_ - 1)}\/%
(4.63)

Onde os coeficientes desconhecidos sdo declarados por meio da Tabela 4.7:

Tabela 4.7 — Coeficientes das equagOes de otimizag&o.

Coeficientes g fotimo Jétimo
aq 0,5474 -0,00241 0,42113
a, 0,1038 0,72152 0,04479
as -0,4522 -0,43970 -0,38909
ay 0,7604 -0,66385 -0,73518
as 0,3916 -0,01138 -0,11866
as 0,0403 0,99522 4,86139

Utilizando o valor encontrado para a largura de banda (f) determinado pela
Equacdo 4.66 e a frequéncia fundamental da estrutura w,..(no caso atual, 31,6 rad/s),

pode ser obtido o valor de frequéncia média w,, entre os absorvedores:

Wm

fetimo = —— (4.64)

West

Assim, a frequéncia de cada absorvedor w; sera calculada conforme a lei:

n+1

w; = wt[1+ (i— >

) Zotime | (4.65)

n—-1

De acordo com Jangid (1999) apud Gomes (2006), a fabricacéo dos absorvedores
se torna mais simples e menos custosa se, como parametro de projeto, um mesmo valor
de rigidez k for atribuido a todos eles, variando-se apenas as suas massas em funcdo da

frequéncia w;, 0 que implica em:

m; = wi (4.66)

~N

A massa somada destes absorvedores deve satisfazer a relagéo pressuposta p, de

forma que:

p= 2= (4.67)
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A razdo de amortecimento é fixada ao resultado obtido pela Equacédo 4.65 e a

constante de amortecimento c; para cada absorvedor serd quantificada por:

Ci = 2Mi&stimoWi (4.68)

Segundo Jangid (1999), as expressdes explicitadas anteriormente s6 sdo aplicaveis
para razfes de massa menores ou iguais & 10% (u < 0,1) e conjuntos de ADVs que
compreendam até, no maximo, 31 massas. O uso das equacdes em condicdes diferentes

destas pode culminar em erros mais grotescos.

Para a situacdo atual, os parametros ideais identificados para cada absorvedor

estédo expressos na Tabela 4.8:

Tabela 4.8 — Parametros ideais para ADVs segundo equacdes de Jangid.

Rigidez (k;) Frequéncia Massa (m;) | Amortecimento

natural (w;) (c;)
ADV 1 250000 N/m 29,39 rad/s 289,36 kg 1204,19 Ns/m
ADV 2 250000 N/m 30,11 rad/s 275,64 kg 1175,29 Ns/m
ADV 3 250000 N/m 33,33 rad/s 224,99 kg 1061,85 Ns/m

Baseando-se no exercicio proposto no inicio do Capitulo 4, mais precisamente
ilustrado na Figura 4.6, onde foi posta a prova (e devidamente confirmada) a
superioridade de deslocamento do n6 central em relacdo aos outros dois nds livres, optou-
se por acoplar o dispositivo mais pesado ao né central da viga. No que tange aos outros
dois, o posicionamento é indiferente, dada a simetria de carregamento a que a estrutura é

submetida.

A Figura 4.44 possibilita perceber a diferenca de desempenho do conjunto apos a
adaptacdo do mesmo aos novos parametros construtivos, segundo preconizado pelas

equac0es de Jangid:
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;= 1076 Deslocamento X4 no dominio da freqgéncia
T T T T T T T

sem ajuste

0.9 ~ o
parametros de Jangid

X4[m]

.
0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.44 —Modelo néo ajustado e ajustado segundo Jangid.

A discrepéncia também se manifesta ao se examinar a resposta do no central no

tempo, segundo o recurso comparativo oferecido pela Figura 4.45:

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1
T T T T T T

sem ajuste

arametros de Jangid
0.01 P g T

)

[=]

o

o

a
T

deslocamento (m

-0.005 [

-0.01 1

2 4 6 8 10 12 14 16
tempols]

Figura 4.45 -Modelo n&o ajustado e ajustado segundo Jangid.

O metodo de Jangid mostrou-se eficiente ao produzir uma capacidade de absor¢éo
no né central numa quantidade 38,4% maior que o conjunto de absorvedores com 0
amortecimento anteriormente proposto (20%), cujos parametros foram expostos na
Tabela 4.6.
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Também ¢ possivel verificar graficamente a superioridade da absor¢cdo no no
central resultante dos novos pardmetros em relagdo ao modelo que inclui o trabalho de
apenas um ADV, otimizado pelo método grafico de Den Hartog. Assim ilustram as
Figuras 4.46 e 4.47:

«1076 Deslocamento X4 no dominio da fregéncia

— ADV 20% amortecido

0.9 r Parametros de Jangid | |

0.8 I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Frequéncialrad/s]

Figura 4.46 —Desempenho de conjunto com 3 absorvedores otimizados por

Jangid e absorvedor isolado otimizado por Den Hartog.

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia
T : ‘ T : : ‘ T

gL

Figura 4.47 —Resposta no tempo de conjunto com 3 absorvedores otimizados

por Jangid e absorvedor isolado otimizado por Den Hartog.

Neste caso, 0 método de Jangid mostrou-se 11% mais eficaz na absorcdo das

vibragdes no nd central da viga.



4.3.2.3. Razao de massa 10%
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A solu¢do do sistema para a razdo de p = 0,1, com ADV de 1580 kg, segue um

padrdo analogo ao utilizado para as outras relacdes. Primeiramente, as Figuras 4.48 e 4.49

confirmam o efeito da razdo de massa no fenémeno do espalhamento e na minimizacgéo

do periodo de batimento, considerando viga e absorvedor ndo amortecidos:

deslocamento (m)

ag & 1074 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
4 + B
35 .
3k 4
25 b
oL 4
1.5 4
1r i
0.5 i
0 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300

Frequéncia[rad/s]
Figura 4.48 — Espalhamento para p = 0,1.

Desfocamento no centro da viga sob ressonancia com freq1

=y
I

o

'
-

-2 H

-3 L L L I L L L L L
[0} 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempols]

Figura 4.49 — Batimento para p = 0,1.
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Observa-se uma tendéncia que se sustenta através dos resultados referentes as
diferentes relacGes de massa: além do progresso perceptivel do espalhamento, ocorre um
progresso igualmente notavel das amplitudes resultantes dele quando se avalia o sistema
desprovido de qualquer amortecimento. 1sso ocorre pelo fato de a massa do ADV estar
relacionada a energia mecanica total resultante de forma diretamente proporcional:
quanto maior a massa, maiores as amplitudes e as velocidades de deslocamento. Sem o
amortecimento, Unica propriedade capaz de “drenar” energia ao longo do tempo, a

dindmica esperada € justamente a verificada graficamente.

A Figura 4.50 apresenta a comparacgao entre as curvas de resposta em frequéncia

para diferentes coeficientes de amortecimentos &’:

<1077 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia

14

10%
20%
12 30% | |
50%

0,
10l 100% | |

X4[m]

2+ e

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.50 — Comparacao entre diferentes amortecimentos.

Constata-se como ideal o amortecimento &’ = 30%, representado pela curva que

passa com derivada nula pelo mais alto dos pontos de intersecéo.

Desprezado o amortecimento da viga num primeiro momento por respeito aos
pressupostos do método de Den Hartog(1947), a Figura 4.51 ilustra a diferenca de
desempenho de um ADV amparado pelo amortecimento &’ = 30% atuando na viga

amortecida e ndo amortecida;
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«1077 Deslocamento X4 no dominio da fregéncia

viga ndo amortecida

7 viga amortecida b

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.51 - Diferenga provocada pelo amortecimento na viga para & = 30%.

Adotando o expediente empregado para p = 5%, 0 trabalho de absorcédo é
novamente dividido entre 3 dispositivos dotados, a principio, de massas iguais, cujas

solicitagbes sdo nominalmente expressas pelo DCL da Figura 4.52:

516 kN 16,14 kN 5,16 kN

Y

13,23kN 13,23 kN

Figura 4.52 — DCL para trés ADVs onde p=0,1.

E abaixo, nas Figuras 4.53 e 4.54, sdo mostrados os graficos de esforco cortante e

momento fletor, respectivamente:
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F(kN)
13,23
8.07 |- —
2.5 5 7.5 10
: —
} d(m)
|
207 — —— — — |
A3B— - — — — —
Figura 4.53 — Gréfico de esfor¢o cortante.
M(kNm)
5325 __/_\
25 5 7.5 0
—
d(m)

Figura 4.54 — Gréfico de momento fletor.

A tensdo de flexdo maxima calculada para este caso, segundo a expressao
enunciada na Equacéo 4.64, é de 4,73 Mpa. Com a manutencao das condigdes anteriores
e consequente simplificagdo do critério de von Mises para o,,5, < 0, a instalagdo dos

ADVs se mostra perfeitamente possivel.

Feito isso, sdo mostrados nas Figuras 4.55 e 4.56 as respostas provenientes do
trabalho de um conjunto de 3 absorvedores, que corroborem com a relagdo de massas p
= 10% abordada nesta sessdo. Os dados referentes a constituicdo de cada um deles séo
informados na Tabela 4.9:



Tabela 4.9 — Parametros dos ADVSs.

100

Rigidez (k;) Frequéncia Massa (m;) | Amortecimento
natural (w;) (c;)
ADV 1 525430 N/m 31,6 rad/s 526,66 kg 9981 Ns/m
ADV 2 525430 N/m 31,6 rad/s 526,66 kg 9981 Ns/m
ADV 3 525430 N/m 31,6 rad/s 526,66 kg 9981 Ns/m
«10-3 Deslocamento no centro da viga sob ressonéancia
4 -
€ 2]
-4 +
_60 2I zll (Is é 1I0 1I2 1I4 1I6 1I8 20

tempols]
Figura 4.55 — Desempenho no tempo de 3 ADVs com p = 10%.

~«10°7 Deslocamento X4 no dominio da fregéncia

Xd[m)

\ . \ . \
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.56 — Desempenho em frequéncia de 3 ADVS com p = 10%.

J& ao aplicar as equacdes de Jangid, descritas na sessao anterior, sdo obtidos 0s

parametros elencados pela Tabela 4.10. As Figuras 4.57 e 4.58 expdem as comparacoes

entre o conjunto ndo ajustado e ajustado segundo Jangid:
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Tabela 4.10 — Parametros dos ADVs segundo Jangid.

Rigidez (k;) Frequéncia Massa (m;) | Amortecimento

natural (w;) (c;)
ADV 1 500000 N/m 28,16 rad/s 630,49kg 3707,65 Ns/m
ADV 2 500000 N/m 30,39 rad/s 541,20 kg 3435,06 Ns/m
ADV 3 500000 N/m 34,99 rad/s 408,29 kg 2983,59 Ns/m

Deslocamento no centro da viga sob ressonancia
T T : T T T T T

OO I

Parametros ndo ajustados
Ajustados segundo Jangid

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.58 - Comparagdo no dominio da frequéncia.
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Verifica-se uma superioridade de 50% do conjunto de absorvedores otimizados

na absor¢do das vibragdes do nd central da viga em relacdo aos ndo ajustados.

Ja comparando o desempenho do conjunto otimizado com o de um absorvedor
isolado (1580 kg, mantendo p = 10%), munido do amortecimento indicado pelo método
de Den Hartog, a discrepancia diminui. Como visto nas Figuras 4.59 e 4.60, a vantagem

no que tange a absorcdo vibratdria no no central é avaliada em cerca de 6%:

«103 Deslocamento no centro da viga sob ressonéncia
T T T T T T

6 — ADV otimizado segundo Den Hartog |
— ADVs otimizados segundo Jangid

N

deslocamento (m)
I\ o

4+ -

8 10 12 14 16 18
tempols]

N
H
[}

Figura 4.59 — Comparacao entre ADV isolado e ADVs otimizados por Jangid.

«1077 Deslocamento X4 no dominio da freqéncia
8 T T T T T T T

—— ADV otimizado
7+ — ADVs otimizados | 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Frequéncia[rad/s]

Figura 4.60 — Comparagdo no dominio da frequéncia entre ADV isolado e

ADVs otimizados por Jangid.
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CAPITULO5

5. Modelo de ponte com carro passante

O modelo proposto no Capitulo 4 serve para consolidar alguns conceitos
importantes que balizam o estudo por trds da implementacdo de ADVs, bem como
explorar alguns detalhes que merecem enfoque do ponto de vista da otimizacao destes
dispositivos, poréem, ainda é pobre no que tange a origem do forcamento imposto a viga
e seu resultado numérico é passivel de ser refinado mediante um aumento do nimero de

noés.

Considerando estas duas motivacdes principais, um novo modelo é proposto:
desta vez contemplando a passagem de um veiculo sobre uma ponte de 60 m. O veiculo,
considerado bidimensional, serd modelado primeiramente como um sistema de 2GDL e
depois ampliado para um sistema de 4GDL. Ja a ponte serd modelada com dimensdes de
secdo transversal diferentes das utilizadas no Capitulo 4 e avaliada segundo a contribuicao
de 21 nos.

Este exercicio sera dividido em 4 etapas, a saber: uma destinada a modelagem
analitica e numérica do conjunto de 2GDL, outra utilizando as mesmas ferramentas e
considerando um veiculo portando 4GDL, outra especifica para a ponte com um
forcamento de configuracdo simplificada que percorra seu comprimento e uma dltima

enfocando o acoplamento dos modelos de 2GDL e 4GDL ao modelo de ponte.

5.1. Modelo de veiculo com 2 graus de liberdade

5.1.1. Modelagem Analitica

Este modelo resume o veiculo a um sistema com apenas 2 graus de liberdade,
sendo constadas as massas m, referente ao chassi e da roda, m,. As duas massas sdo

ligadas por um conjunto de suspensdo que reine uma mola de rigidez k, e um
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amortecedor c;. Por ultimo, K, representa a rigidez do pneu do veiculo. O sistema &

ilustrado na Figura 5.1:

in
ml

cl |::| K1

ij
m2

Kp

-

Figura 5.1 — Modelo de veiculo com 2GDL.

Ja a Tabela 5.1 apresenta os valores selecionados para os parametros enunciados

acima, baseados em padrdes encontrados em veiculos reais:

Tabela 5.1 — Valores dos parametros do veiculo.

k4 23000 N/m
k, 200000N/m
(o) 1600 Ns/m
my 250 kg
m, 7 kg

Onde c; é quantificado de acordo com Gillespie (1992), que estipulou uma faixa
de valores desejaveis de amortecimento para a suspensao tendo em vista um razoavel
nivel de conforto para os ocupantes do veiculo. Tal relagéo situa-se entre 0,2 e 0,4, sendo
atribuido ao atual modelo o valor médio entre eles: 0,3.

A ideia por tras do estudo do modelo de 2GDL isolado é verificar a coeréncia de
seu comportamento com o esperado numa situacdo de vibracdo livre, ou seja, nédo

estimulada por qualquer tipo de forcamento. A simulacdo considerara o veiculo
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simplesmente apoiado no solo num primeiro momento, sendo solto num determinado

instante t, experimentando assim uma oscila¢do gerada pelo seu proprio peso.

Primeiramente, importa fazer o diagrama de corpo livre referente a cada uma das
massas, representando a direcdo e o sentido das forcas a que séo submetidas. A Figura
5.2 exp0e esta etapa:

T F1
m2

ml
Fpl l l
P L J L J m2g mlg F1

Figura 5.2 — DCL do veiculo de 2GDL.

Dai se seguem as equacdes que governam o sistema:

by = (¥ — X3) (5.1)
ky, = (=) (5.2)

c1 = (i1 — %) (5.3)

Fi= (b — %) + ky(x; — xp) (5.4)
Fpi = kpi(2z — %) (5.5)

Sendo F; a forga de reacdo da massa m, sobre a roda m, e F,, a forca de reacdo

da massa m, a forca exercida pelo solo quando o veiculo é deixado ao seu proprio peso.

Dessa forma, as equacdes que descrevem o comportamento das massas séo:

+T XE = m X,
mlj.c.l + 61561 - C15C2 + k1X1 - kle = _mlg (56)

+TZ Fy = mzjz'z
mzjz'z - 61561 + Cle - klxl + kle + kple = —mg + kplxr (57)

Organizando-as matricialmente:



m1 0 xl Cl
[ 0 mz] [xz] + e,
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o] = [Engl+

(5.8)

—k,
ki + kpq

el [

[0 k(5]

5.1.2. Analise numérica

Como explicado anteriormente, esta analise exerce um papel de “calibragem”, ou

seja, verificacdo da coeréncia entre a resposta numeérica e a realidade fisica que ela busca

representar: um sistema com 2GDL, representando um veiculo, inicialmente apoiado

sobre o solo e deixado ao proprio peso num dado tempo t. Vastamente discutido em

bibliografia, o problema de vibracdes livres possui um aspecto intuitivamente esperado e

analiticamente embasado de resposta grafica, ilustrada por meio de um exemplo na Figura

5.3:

deslocamento (cm)

——

'I.\\_//./_‘\xjﬁ N

] 0.4 L8

tempo (8)

.6 0,7

Figura 5.3 — Padréo de resposta para modelo de vibragdes livres.

O que significa que um corpo, inicialmente suspenso, deixado ao proprio peso

tende a experimentar deslocamentos cada vez menores com a passagem do tempo.

Coerentemente, o resultado encontrado para o deslocamento do veiculo (massa

m,) ao longo do tempo condiz com tal tendéncia, como mostra a Figura 5.4:
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grafico 1/4 de carro, deslocamento X tempo

-0.02 i

-0.04 i

-0.06 1

-0.08 - 1

distancia (m)
S

012 .

-0.14 4

-0.16 1

-0.18 L L 1 L I L
0 1 2 3 4 5 6 7

tempo (s)

Figura 5.4 — Deslocamento do veiculo x tempo.

Ja a Figura 5.5 fornece um panorama da forca de reagdo F,; exercida pelo pneu

sobre o0 solo, de mddulo igual a exercida pelo solo sobre ele que, também como esperado,

é atenuada ao longo do tempo:

grafico 1/4 de carro, forca na roda X tempo

-500

-1000

-1500 ||

-2000 |

forca (N)

-2500 |

-3000 |

-3500 |

-4000 . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7

tempo (s)

Figura 5.5 — Forca no pneu X tempo.

Feito isso, se pode perceber que o modelo numérico envolvendo um veiculo com

2 GDL esta devidamente ajustado.
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5.2. Modelo de veiculo com 4 graus de liberdade

5.2.1. Modelagem Analitica

Esta sessdo é dedicada a descrever analiticamente um modelo mais complexo de
veiculo, expresso desta vez por um sistema de 4 GDL e incluido dois conjuntos de
suspensdo (mola e amortecedor). A Figura 5.6 apresenta um esquema do modelo

proposto:

ml

cl -4 K1 c2 B4 K2

®pl xp2
mpl mp2

Kpl Kp2

xrl T Xr2 T

Figura 5.6 — Esquema do modelo de veiculo com 4 GDL.

Enquanto que o DCL representando a disposic¢ao das forgas sobre cada elemento

aparece na Figura 5.7:

L dl ’ d2 1
I S0
) W
A N
F1 ¥ mig F2
T F1 T F2
mpl mp2
Fpl}, ymplg Fp2} wmp2g

Figura 5.7 — DCL do modelo com 4GDL.
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As quantidades referentes aos parametros explicitados na Figura 5.6 estdo

relacionadas na Tabela 5.2:

Tabela 5.2 — Parametros do modelo de 4GDL.

kq 23000 N/m
k, 17000 N/m
(o) 1600 Ns/m
Cy 1600 Ns/m
my 500 kg
My 7 kg
My 7 kg
ky, 200000 N/m
] 630 kgm?
d, 996 mm
d, 1495 mm

Sera avaliada a correspondéncia do modelo a realidade fisica que procura
expressar por meio de um método numérico que simula a passagem do veiculo por um
quebra-molas, cujas dimensdes sdo 1,5 m de comprimento e 0,08m de altura. Porém, antes

disso, é necessaria a modelagem analitica que propiciard o procedimento numeérico.

O equacionamento foi feito considerando-se o pressuposto de modelo linear que,
segundo Branco (2014), apresenta pouca diferenca em relagéo ao néo linear, podendo esta

ser desprezada. Primeiramente, os deslocamentos x; € x, podem ser calculados por:
x1 = (x+ dq0) (5.9
X, = (x + d,0) (5.10)
Ja as forcas F, e F, podem ser expressas por:
Fy = ky(x+ di0— xp1) + ¢, (X + di6 + %p1) (5.11)
Fy = ky(x+ dy0 — xp5) + c,( + daf + Xp3) (5.12)

Fpl = kpl(xpl - xrl) (513)
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Fpy = kpa(xp2 — Xp2) (5.14)
Portanto, o equilibrio do chassi do veiculo é expresso por:
+TZ E,=mX— F+ F,+mg= —m% (5.15)
mljé + lec + Cldlé - lecpl + klx + k1d19 - klxpl + sz - Czdzé - szl.)z
+ kzx_ k2d29 - kzxpz = _mlg
GIM =6 — —Fid, + Fydy = Ji (5.16)
]9 + Cldlx + Cld%H. - Cljcpldl + k1Xd1 + kld%H - klxpldl - Cz.’kdz + Czd%g +
szézdz - kszz + kzd%g + kzxpzdz = 0

O somatdrio das forgas atuantes na roda 1 é da forma:

Mp1Xp1 + Kp1Xp1s — Kp1Xpy — €1X — €1d10 + ¢1Xp — kqx — kqd,0 + kyxp,q
= _mplg

Analogamente, para a roda 2:

MpaXps + KpaXps — KpaXpy — C2X — €2d20 + CaXpy — kox — kady0 + kaxy,
= _mng

Organizando as expressdes numa Unica equacdo matricial, o conjunto é
representado da seguinte forma:

m; 0 c1+cy cidy —c,d,  —c1 —Cu[ %
0 J cldl — czdz c1d? + c,d3 —cidy  Cpd, .9
| 0 0 mp1 —cydq C1 0 ‘ Xp1
0 0 xpz c,d, 0 ¢, Ilxp2
k1 + k, k1d1 —k,d, -k, —k, x
[kldl —kyd, kid? + k,d3 —kid, k,d, 2
* [ —k,y —kd,  kitky 0 J *p1
—k, kod, 0 ky + kpy | P2
—-myg 0 0
0 0 0 [*r
—Mp1g |+ ky,y, O [xrz] (5.19)
—Mpy2g 0 kp2

5.2.2. Analise numérica

Como mencionado no inicio da sessdo anterior, a simulacdo consiste basicamente

na verificacdo grafica das forcas e dos deslocamentos resultantes da passagem do sistema
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de 4GDL, representando um veiculo, por um quebra-molas de altura e largura definidas.

O veiculo transitara com uma velocidade de 30 km/h (8,33 m/s).

Primeiramente, a Figura 5.8 revela graficamente o deslocamento do centro de

gravidade do veiculo, bem como a varia¢ao do dngulo de arfagem 6 do mesmo:

grafico 1/2 de carro
0.05 T : :

Centro de massa
angulo de arfagem

-0.05

-0.1

Deslocamento (m)

-0.15

0.2 I . I I . L I
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo (s)
Figura 5.8 - Deslocamento do CG e variacdo 6 % carro.

O primeiro trecho do gréfico representa 0 momento em que o veiculo é solto e seu
deslocamento é deixado ao governo do préprio peso, sendo seguido pelo estado de
repouso no eixo vertical e a posterior passagem das rodas pelo quebra-molas. A primeira

roda passa pelo obstaculo aos 3,6 s e a segundo aos 3,9 s.

A Figura 5.9 ilustra os deslocamentos dos pneus dianteiro e traseiro ao longo da

passagem do veiculo sobre o obstaculo:

grafico 1/2 de carro
15000 T T T

pneu dianteiro
pneu traseiro

10000

5000

Forca (N)

-5000
(0]

Tempo (s)

Figura 5.9 — Deslocamentos dos pneus dianteiro e traseiro.
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Jaa Figura 5.10 considera a for¢a atuante nos pneus, provenientes da excitacdo de

base:

grafico 1/2 de carro

15000

pneu dianteiro
pneu traseiro

10000

5000

Forca (N)

-5000

Tempo (s)
Figura 5.10 — Forcas nos pneus dianteiro e traseiro.

5.3. Modelo de ponte

5.3.1. Modelagem analitica

A representacdo analitica da ponte aqui estudada segue os moldes do
procedimento adotado para a viga biapoiada abordada no Capitulo 4, reconhecendo a
rigidez, massa e amortecimento como matrizes que relacionam as influéncias internodais
exercidas ao longo do comprimento da estrutura. Naquele caso, a abordagem do problema
era mais grosseira, definindo uma viga de 10 metros dividida em 4 elementos. Aqui, a
ideia € sofisticar a anélise ao excitar uma estrutura de 60 m discretizada em 20 elementos

de comprimento L =3 m cada. Como mostrado na Figura 5.11:

Figura 5.11 — Esquema da ponte.
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A ponte € encarada como uma viga plana cujas propriedades dimensionais e
constitutivas sdo descritas na Tabela 5.3:

Tabela 5.3 — Informaces da ponte.

Lp (comprimento total) 60 m
L (comprimento elementar) 3m
E 200 x 10° Pa
I 8 x 1075 kgm?
p 7850 kg/m3
A 0,48 m?

As matrizes de rigidez e massa foram construidas baseando-se na solugédo analitica

para um elemento de viga dotado de 4 graus de liberdade (rotacdo e translacdo de cada

no), ilustrado na Figura 5.12:
111 ]12
a )
1 E. AP, L 2/
- b \

Figura 5.12 — Elemento de viga plana.

As matrizes elementares k e m sdo:

12 6L -12 6L
_E|6L 412 —6L 2I2

k=31212 Z6L 12 —6L (5.20)
6L 212 —6L 4L2

156 22L 54 -—13L

_ PAL| 22L  4L? 13L -3L?

420 54 13L 156 —22L (5.21)
—13L -3L* =-22L 4L?

As matrizes que representam um sistema de 21 nds e 20 elementos sao obtidas por
meio de uma superposicao parcial das matrizes elementares, somando as contribui¢oes
dos dois altimos elementos de linha e coluna de cada uma com os primeiros da seguinte,
segundo exemplo demonstrado pela Figura 5.13, que consiste na conexdo de dois
elementos simples:
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K(l) 0
i Kll Klf) 1(16 i
Koy Ko Kog
K31 K'SS K’iﬁ
K—'ll K45 K46
K5 Kss Kise
8 K’Gl K(;{, KGG )
0 K@

Figura 5.13 — Acoplamento de duas matrizes elementares.

Repetindo o procedimento para todos os 20 elementos e eliminando as linhas e
colunas referentes aos graus de liberdade 1 e 41(translacionais), por conta das condicdes
de contorno impostas pelos apoios, obtém-se as matrizes de rigidez e massa da ponte:

duas matrizes quadradas de dimensdo 40 x 40.

O amortecimento inerente a estrutura da ponte é representado nos termos do
amortecimento proporcional, repetindo o procedimento do Capitulo 4. Fatores a e 3
multiplicam respectivamente as matrizes de massa e rigidez, quantificando de maneira
aproximada os obscuros efeitos quimicos e fisicos que exercem influéncia sobre a forma
como a estrutura absorve energia, uma vez submetida a oscilacfes. Nesta analise, optou-

se por atribuir um valor de 5% a estes fatores, o0 que culmina na equacao:
C = 0,05M + 0,05K (5.22)

A ponte serd submetida a um forcamento baseado na passagem de dois vetores de
forca de modulo F = 2500 N por sua extensdo com a velocidade de 15 km/h, que
somados equivalem ao peso exercido pelo veiculo de 4GDL, e separados por uma
distancia d fixada em 2,5 m, simulando a soma das distancias de cada uma das rodas do
veiculo de 4GDL ao seu CG.

A Figura 5.14 ilustra a configuracao descrita e as Equagdes 5.23 e 5.24 elucidam
a maneira por meio da qual a movimentacdo destes vetores exerce influéncia sobre as

forgas nos nos da ponte:
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Fa

2 FS\L 4
S

Figura 5.14 — Forcamento passante e reacdes nodais.

L—-x

Fy=(=2)xF (5.23)

F, = % xF (5.24)

5.3.2. Analise numérica

O deslocamento ao longo do tempo do nd central da ponte, estabelecidos 0s
pressupostos constitutivos e condicdo de forcamento imposta, é observado por meio da
Figura 5.15:

deslocamento ponte
. .

deslocamento

. . . . . .
o] 20 40 60 80 100 120 140
tempo

Figura 5.15 — Deslocamento do n6 central em ponte isolada.
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5.4. Modelo de ponte e ¥4 de carro acoplados

5.4.1 Modelagem analitica

As operacdes matriciais que irdo reger o acoplamento dos dois sistemas precisam
estar embasadas primeiramente num exame sobre as particularidades da interacdo entre
eles. Neste caso, a ponte correspondera a um asfalto passivel de sofrer deformages que,
por sua vez, irdo influenciar na dindmica do veiculo, gerando compressdo no pneu. O
processo segue se retroalimentando ao longo de toda a passagem do veiculo sobre a ponte.

A Figura 5.16 oferece um panorama simplificado do problema:

I —y lTxi

1 [/ ‘::':;- K1

|'|'| |'l'
\ 7
y | I': | I': I
W I,ll
I
|
=
)

| Fer
Figura 5.16 - Esquema simplificado da interacdo entre um quarto de carro e

ponte.

A forca de tracdo exercida a partir do pneu do veiculo, responsavel por gerar uma
deformacéo proporcional na ponte é da forma:

For = ky(xy — ) (5.25)

A rigidez do pneu é expressa por k,, e sua deformagdo durante a passgem por x..

A varidvel u denota a deformagéo da ponte num dado tempo t durante a passagem do

veiculo sobre ela, e é definida para cada elemento de viga por meio da Equacao 5.24:
u = lel + N291 + N3y2 + N4_92 (526)

Onde y,, y,, 64, 8, representam respectivamente os deslocamentos transversais e

angulares dos dois nos de cada elemento em que a viga é dividida. As func¢des de forma
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N;, N,, N; e N, foram desdobramentos do equacionamento para vigas realizado no

Capitulo 4 e tém o seguinte aspecto:

Ny = = (I = 31x% + 2x°) (5.27)
Ny = & (xl® — 2122 + x1%) (5.28)
N; = = (31x% — 2x°) (5.29)
Ny = 5 (—x21% + 1x%) (5.30)

Estas novas condicdes servirdo como diretrizes para a implementacdo adequada

do modelo numeérico que sera abordado a seguir.
5.4.2. Analise numérica

O estudo consiste em avaliar numericamente os efeitos da passagem de um veiculo
a 15 km/h por uma ponte, tendo sua partida iniciada & uma distancia de 20 m do inicio da
mesma. Nas Figuras 5.17 e 5.18 estdo expostos, respectivamente, os deslocamentos

envolvendo o veiculo e o n6 central da ponte:

deslocamento do carro
T T T

0.05

carro
roda -

deslocamento
o
o

-0.2

-0.25

-0.3

-0.35 & L 1 | . 1 L |
5 10 15 20 25 30
tempo

Figura 5.17 — Deslocamentos do carro e roda do veiculo.
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deslocamento do né central da ponte

deslocamento

\ \ \ \ \
o 20 40 60 80 100 120 140 160
tempo

Figura 5.18 — Deslocamentos do n6 central da ponte.

5.5. Modelo de ponte e 1/2 de carro acoplados
5.5.1. Modelagem analitica

O presente modelo segue o padrdo postulado pelo seu predecessor, restando como
diferenca o fato de neste caso o equacionamento desenvolvido para o0 modelo de um
quarto de veiculo é ampliado para um “novo” sistema de 2GDL que se une ao original,
representando a nova roda e 0 novo conjunto de suspensdo. A Figura 5.19 apresenta um
esquema simplificado desta nova configuracéo, destacando novamente a peculiaridade da

interacdo do veiculo com a ponte:

& ml I—

xpd
_me? |
K.\'.-
= Kp2
{ 1n
— — —
r:g'\ LFtT .I’Ft.r -bﬁ'\

Figura 5.19 - Esquema simplificado da interacdo entre meio carro e ponte.
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5.5.2. Analise numérica

Para a situacdo dada, as simulacdes numéricas permitem a visualizacdo de

resultados relevantes, como o apresentado na Figura 5.20:

deslocamento né central da ponte
T T

deslocamento

. .
o 50 100 150
tempo

Figura 5.20 — Deslocamento do né central ao longo do tempo.

J& no que diz respeito a dindmica do veiculo, a Figura 5.21 apresenta 0s

deslocamentos resultantes verificados nas rodas dianteira e traseira durante o trafego:

deslocamento rodas do carro

roda dianteira
roda traseira

-0.05

-0.15

deslocamento

-0.25

-0.3

5 10 15 20 25 30 35
tempo

Figura 5.21 — Deslocamentos das rodas dianteira e traseira.

Tambeém ¢é interessante observar o comportamento do corpo do veiculo, conforme
possibilitado pela Figura 5.22. Nela sdo abordados deslocamento transversal e arfagem,

avaliados a partir do CG:
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deslocamento carro
0 T T T T T

deslocamento vert.
-0.05 arfagem b

0.1 f E

-0.15

-0.2

-0.25

deslocamento

-0.3

-0.35

0.4

-0.45 | . | | | | .
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tempo

Figura 5.22 — Deslocamento vertical e arfagem do carro.

Todas as simulacbes consideram velocidade de trafego igual a adotada para o
modelo de veiculo com 2 GDL, a saber:15 km/h. J& a distancia inicial da ponte, neste
caso, é de 15 m.
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CAPITULO 6

6. Modelos de veiculo sobre ponte com absorvedores

Seguindo a légica sequencial instituida até entdo, o presente capitulo inclui o0s
resultados efetivos do acoplamento de ADVs a estrutura de ponte proposta no Capitulo
5. Além disso, explicita os efeitos mais notaveis da implementacdo de métodos

apresentados nos Capitulos 3 e 4 sobre a eficacia do trabalho destes dispositivos.

6.1. Passagem de um quarto de carro com absorvedor

6.1.1. Acoplamento de um absorvedor

Serd avaliada a sensibilidade da resposta do sistema em rela¢do aos parametros do
absorvedor, atribuindo ao veiculo trés velocidades de trafego diferentes: 30, 60 e 90 km/h.
A Figura 6.1 mostra um esquema simplificado da situacéo:

Txl

=
el T K1
x

=
2

-

-
P i

=

=

Figura 6.1 - Esquema de um quarto de veiculo passante e um absorvedor.

As Figuras 6.2, 6.3 e 6.4 correspondem a oscilagao do no central da ponte quando

solicitada pela passagem do veiculo mediante as 3 velocidades.
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deslocamento do né central da ponte
T T T T T T T

deslocamento

[¢) 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tempo

Figura 6.2 — Resposta no nd central mediante a passagem a 30 km/h.

deslocamento do né central da ponte
0.08 T T T T T T T

0.06

0.04

0.02

-0.02

deslocamento

-0.04

-0.06

-0.08
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tempo

Figura 6.3 — Resposta no no central mediante a passagem a 60 km/h.

deslocamento do né central da ponte
0.06 T T T T

0.04

0.02

deslocamento
(o]

-0.02

-0.04

-0.06

. , . . . .
o 10 20 30 40 50 60 70
tempo

Figura 6.4 — Resposta no nd central mediante a passagem a 90 km/h.

A velocidade de trafego do veiculo inicialmente e fixada ao valor de 30 km/h. A
andlise consiste na busca por uma melhor configuracdo dos parametros do absorvedor

considerando diferentes valores de massa e rigidez.
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A massa € expressa segundo o padrdo adotado no Capitulo 4, que utiliza a razéo
de massa p correlacionando a massa do absorvedor com a massa total do modelo de ponte

proposto (226.080 kg). A razdo p variara entre os percentuais 1%, 3% e 5%.

Ja ainfluéncia da rigidez no absorvedor sera avaliada em termos de trés diferentes
valores: 150 kN/m, 200 kN/m e 300 kN/m.

O amortecimento para cada configuracdo é considerado o mesmo, possuindo o
valor de 60 kNs/m.

A eficiéncia de absorc¢édo ¢é quantificada por meio de uma média simples entre 0s
niveis de absorcdo verificados para o primeiro e segundo picos de deslocamento mais

graves, ilustrados segundo o exemplo da Figura 6.5:

deslocamento do né central
T T . : T

sem absorvedor
com absorvedor

0.1 f 4— 22 pico mais grave .

deslocamento

12 pico mais grave i

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tempo

Figura 6.5 — Método de célculo de eficiéncia empregado.

A Tabela 6.1 compreende os niveis de eficiéncia oferecidos pelas 9 configuracdes

possiveis dentro do escopo da analise proposta:

Tabela 6.1 — Eficiéncia de absorcéo de cada configuracdo para veiculo a 30 km/h.

150 KN/m 200 KN/m 250 KN/m
1% 16,4% 20,9% 24,9%
3% 16,7% 21,2% 25,2%
5% 17,3% 21,5% 25,2%
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O procedimento € reproduzido para as outras duas velocidades selecionadas, a
saber: 60 e 90 km/h. As Tabelas 6.2 e 6.3 se referem a estas novas condices,

respectivamente:

Tabela 6.2 — Eficiéncia de absorcéo de cada configuragdo para veiculo a 60 km/h.

150 kN/m 200 KN/m 250 KN/m
1% 16,7% 20,8% 25%
3% 17,3% 21,4% 25,6%
5% 19,2% 23,4% 26,2%

Tabela 6.3 — Eficiéncia de absor¢édo de cada configuracédo para veiculo a 90 km/h.

150 KN/m 200 KN/m 250 KN/m
1% 15,4% 20,7% 24%
3% 16,3% 20,7% 24%
5% 17,2% 21, 7% 24,9%

6.1.2. Acoplamento de trés absorvedores

O estudo consiste, neste caso, em averiguar o desempenho de um conjunto de 3
ADVs iguais em massa, rigidez e amortecimento. Ha ainda a preocupacdo em manter a
proporcao de massas p restrita ao limite de 5%, como uma tentativa de se antecipar a

quaisquer danos estruturais a ponte. A Figura 6.6 propde um esquema do novo arranjo:

— K1

Elilsz

o

5 IS o
9 8 O

st =24

Figura 6.6 — Esquema de um quarto de veiculo passante e absorvedores.
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Os ADVs portardo os valores de rigidez de 5000 N/m, 10000 N/m e 15000 N/m.
O grau de amortecimento atribuido a eles serd de 60000 Ns/m e, como sugerido
anteriormente, suas massas serdo distribuidas de forma que, somadas, satisfacam as

relacBes de massa ja propostas.

As Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 elencam as eficiéncias obtidas para cada configuragéo
quando postas em acdo sob as velocidades de 30,60 e 90 km/h, respectivamente. O calculo

de eficiéncia utilizado é o mesmo empregado no modelo que incluia apenas um

absorvedor:
Tabela 6.4 — Eficiéncia de absorcdo com 3 ADVs para 30 km/h.
5000 N/m 10000 N/m 15000 N/m
1% 45,7% 45,7% 46%
3% 48,6% 46,7% 46,7%
5% 48,9% 48% 47,3%
Tabela 6.5 — Eficiéncia de absorgdo com 3 ADVs para 60 km/h.
5000 N/m 10000 N/m 15000 N/m
1% 45,6% 45,9% 46%
3% 48,7% 47,5% 46,9%
5% 48,4% 48,8% 48,7%
Tabela 6.6 — Eficiéncia de absorcdo com 3 ADVs para 90 km/h.
5000 N/m 10000 N/m 15000 N/m
1% 44,9% 44,9% 45,9%
3% 47,6% 46,9% 46,4%
5% 47,1% 47,8% 47,3%

Outra interessante analise consiste em definir uma melhor forma de distribuir estes
absorvedores ao conecta-los a estrutura primaria. Sera investigada a influéncia gerada
pela forma de posicioné-los na eficiéncia final de absorcdo. Para tanto, sera considerado

um conjunto de ADVs munidos das mesmas caracteristicas e dispostos de diferentes
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maneiras. O absorvedor escolhido como unidade deste conjunto é o que, dentre os

anteriormente elencados, corrobora com a razéo de massa u = 1% (753,6 kg) e oferece o

melhor desempenho quando solicitado pela passagem de um quarto de veiculo a 60 km/h,

velocidade média verificada nas vias rodoviarias reais, ou seja, um absorvedor com
rigidez de 15000 N/m e 60000Ns/m.

A Tabela 6.7 retne diferentes configuracfes de acoplamento dos ADVs, segundo

0 posicionamento de cada um:

Tabela 6.7 — Localizagdes de acoplamento do conjunto de absorvedores.

Localizacdo do Localizacdo do Localizacdo do
ADV1 ADV2 ADV3
Alternativa 1 L/2 (n6 11) 9L/20 (n6 10) 11L/20 (n6 12)
Alternativa 2 L/2 (n6 11) 2L/5 (n6 9) 3L/5 (n6 13)
Alternativa 3 L/2 (n6 11) 7L/20 (né 8) 13L/20 (n6 14)

A Figura 6.7 demonstra graficamente a resposta medida no no6 central da ponte ao

experimentar as 3 diferentes formas de acoplamento propostas:

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

deslocamento

-0.04

-0.06

-0.08

-0.1

deslocamento do né central

T T T

sem absorvedor
Alternativa 1 n
Alternativa 2
Alternativa 3 i

10 20 30

40 50 60
tempo

70 80 90 100

Figura 6.7 - Resposta do sistema para diferentes arranjos do conjunto de ADVs.

Se conclui, assim, a superioridade do arranjo representado pela Alternativa 1 em

relagdo aos outros dois, bem como o fato de que as outras duas formas de disposicao
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apresentam pouca diferenca entre si no que tange a eficiéncia de absorcao final, sendo

descritas por curvas praticamente superpostas.

6.2. Passagem de meio carro com absorvedor

6.2.1. Acoplamento de um absorvedor

Para a passagem de meio veiculo, a analise aqui proposta reproduz 0 mesmo
método utilizado para o modelo de um quarto de veiculo. Consideram-se as grandezas
proprias da estrutura basica de absorvedor de vibragdes (massa, rigidez e amortecimento),
fazendo variar seus valores, visando conhecer a eficiéncia de absor¢édo referente a cada
uma das configuracdes. A Figura 6.8 propde um esquema simplificado do modelo que

norteard as novas analises:

xl | " w7

P i~
—— - gk—‘ e e .
“nm,

Figura 6.8 - Esquema de meio veiculo passante e um absorvedor.

Por meio das Figuras 6.9, 6.10 e 6.11 sdo vistas as amplitudes de vibracdo
provocadas pela passagem de meio veiculo sobre a ponte, quando trafegando sobre 30,
60 e 90 km/h, respectivamente:



deslocamento né central da ponte
0.2 T T T T T T T T T

deslocamento
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Figura 6.9 - Resposta no no central mediante a passagem a 30 km/h.
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Figura 6.10 - Resposta no né central mediante a passagem a 60 km/h.
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Figura 6.11 - Resposta no n6 central mediante a passagem a 90 km/h.
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Como feito anteriormente, 0 desempenho do absorvedor foi avaliado segundo os
valores de rigidez de: 150 kN/m, 200 kN/m e 250 kN/m e os valores de massa que
correspondem a pu = 1%, p =3% e u =5 %. Todas as combinag¢des possuindo 0 mesmo

valor de amortecimento: 60000 Ns/m.

Para a velocidade de 30 km/h, os parametros utilizados se mostraram ineficazes
em conter a amplitude verificada no primeiro pico de vibracdo, sendo contabilizada a

eficiéncia resultante apenas no segundo.

As Tabelas 6.8, 6.9 e 6.10 elencam as eficiéncias de absorcdo para cada

conjugacéo dos parametros:

Tabela 6.8 - Eficiéncia de absor¢do para meio veiculo a 30 km/h.

150 KN/m 200 KN/m 250 KN/m
1% 10% 18% 25%
3% 10,3% 17,7% 24,8%
5% 10,6% 17,8% 24,8%

Tabela 6.9 - Eficiéncia de absor¢do para meio veiculo a 60 km/h.

150 KN/m 200 KN/m 250 kN/m
1% 14,5% 19,2% 23,6%
3% 16% 20,1% 24,5%
5% 17,9% 21,5% 25,4%

Tabela 6.10 - Eficiéncia de absorcao para meio veiculo a 90 km/h.

150 kN/m 200 kKN/m 250 KN/m
1% 14,8% 19,1% 23,4%
3% 15,7% 19,9% 24,2%
5% 16,8% 20,9% 24,7%
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A Figura 6.12 expbe um esquema simplificado do modelo de meio veiculo

passante sobre ponte, quando a ela sdo acoplados trés ADVs:

r:g-\

ul

é |
ﬁ"

<4 =y

5

o] L

O O

Figura 6.12 — Esquema simplificado de meio veiculo passante e ponte com trés

absorvedores.

Configurados segundo os mesmos valores de rigidez e massa, 0s absorvedores sao

conectados aos nos de nimero 10, 11 e 12. De seus desempenhos derivam-se os valores

de eficiéncia relacionados nas Tabelas 6.11, 6.12 e 6.13:

Tabela 6.11 — Eficiéncia de 3 ADVs para meio veiculo a 30 km/h.

150 KN/m 200 KN/m 250 KN/m
1% 26,8% 36,6% 44,6%
3% 26,8% 36,5% 44,3%
5% 26,9% 36,3% 44,1%
Tabela 6.12 — Eficiéncia de 3 ADVs para meio veiculo a 60 km/h.

150 KN/m 200 KN/m 250 kN/m
1% 37,2% 45,4% 51,9%
3% 37,8% 45,6% 52,1%
5% 38,3% 46,1% 52,3%




Tabela 6.13 — Eficiéncia de 3 ADVs para meio veiculo a 90 km/h.

150 kN/m 200 KN/m 250 KN/m
1% 36,5% 44,4% 51,2%
3% 36,9% 44,9% 51,3%
5% 37,5% 45,3% 51,5%

Repetindo o procedimento adotado na anélise para um quarto de veiculo, s&o
propostas 3 diferentes modos de acoplamento dos absorvedores ao sistema primario, 0s
mesmos incluidos na Tabela 6.7. Considerando o conjunto de razdo p = 1% a velocidade
de 60 km/h, tem-se o resultado obtido na Figura 6.13, que relaciona as respostas do no

central da ponte mediante os trés diferentes arranjos:

deslocamento do né central
0.1 T T T T T

sem absorvedor
Alternativa 1
Alternativa 2
Alternativa 3

-0.05

deslocamento

-0.1

-0.15

. . ) .
0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90
tempo

100
Figura 6.13 - Resposta do sistema para diferentes arranjos do conjunto de

ADVs.

Onde as trés alternativas mostraram-se eficazes num nivel semelhante, sendo

representadas mais uma vez por curvas praticamente superpostas.
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7. Conclusoes

7.1. Resultados e discussoes

O presente trabalho consistiu num esforgo diligente de identificacdo de fendmenos
intrinsecos a atuacao de absorvedores dindmicos de vibragcdo em estruturas submetidas a
carregamento harmonico. Também foi alvo de enfoque a busca por pardmetros que
aproximassem os ADVs de um funcionamento ideal, por meio dos métodos instituidos
por Den Hartog (1947) e Jangid (1999).

Primeiramente, foi analisado o comportamento de uma massa pontual mediante
um estimulo harménico convenientemente ajustado para submeter o corpo a um estado
de ressonancia. Assim, foi consolidado o conceito por trds do funcionamento do
absorvedor dindmico ao acoplar um pequeno dispositivo de massa igual a 1/20 do sistema
primario, portando um valor de rigidez que, por sua vez, corroborasse com um valor de
frequéncia natural coincidente ao deste sistema, o que atenuou as vibrac6es verificadas,

como esperado.

Comprovada a eficacia geral dos absorvedores, utilizou-se o método grafico
proposto por Den Hartog(1947) para investigar uma medida 6tima de amortecimento a

ser atribuida a este absorvedor, tendo em vista a obtencdo do maximo desempenho.

Apos isso, o sistema primario foi alterado de modo a simular uma estrutura mais
complexa, passando a corresponder a uma viga discretizada em 7 nds, com um motor
apoiado sobre o seu nd central onde também era estimulada harmonicamente.
Inicialmente, a solucéo testada foi um absorvedor pouco robusto, ostentando uma inércia
muito menor a da viga em questdo, porém, ainda assim, foi possivel observar uma
significativa atenuagdo nas vibracGes da estrutura. Para este caso, também foi utilizado o
método de Den Hartog (1947) com o objetivo de encontrar um nivel de amortecimento
ideal para o trabalho do ADV.

Mantendo inalterado o modelo que representava a estrutura, desta vez o sistema
de absorcéo foi alvo de mudangas. A viga passou a ter suas vibragdes restringidas por um

conjunto de trés dispositivos, comprovando, de uma maneira geral, superioridade de
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eficiéncia em relacdo ao modelo com apenas um absorvedor. O novo conjunto foi tornado
ainda mais eficiente por meio do método de Jangid (1999), que, baseado em sucessivas
tentativas numéricas, propds equacdes que norteariam a investigacdo por parametros

Otimos para os ADVs.

Por fim, como modelo mais sofisticado, foi proposta a simulacéo de duas versoes
de um veiculo (2GLD e 4 GDL), passando sobre uma ponte por meio de diferentes
velocidades de trafego. Para esta estrutura primaria foram testados parametros para
absorvedores isolados, bem como para um conjunto de trés dispositivos, revelando a

sensibilidade do sistema as altera¢cdes promovidas em cada uma destas caracteristicas.
7.2. Sugestdes para trabalhos futuros

Ao fim desta trajetéria de analises, algumas propostas se destacam como
interessantes focos de investigacdo tendo em vista o0 enriquecimento dos resultados

verificados, dentre elas:

= A busca por resultados em modelos em que sejam incluidos mais
absorvedores, extraindo-se assim, ndo s6 uma maior gama de indices de

desempenho como também novas possibilidades de arranjo espacial,

= Concepcdo de sistemas primarios mais sofisticados por meio de uma maior
quantidade de nos, objetivando a obtencao de resultados que se aproximem

mais da realidade dos sistemas continuos;

= A ampliacdo da analise feita na ponte e no veiculo para modelos

tridimensionais;

= O implemento de novos ou pouco difundidos métodos de otimizacdo dos
parametros dos absorvedores, visando a exposi¢do de novos resultados de

maior valor comparativo;
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APENDICE I: Rotina para a solu¢do do modelo com

um grau de liberdade

clc

clear all

close all

global k A B b bratio m w m_inv P g wn

gdl = 1;

k = 5000; %rigidez (N/m)

m = 20; %massa (kg)

wn = (k/m)”0.5; %$frequencia natural de vibracéo
bratio= 0.05% razdo de amortecimento%

b = bratio*2*m*wn; %amortecimento

$%%% Condicdo de ressondncia%%%%%%

W = wn;

$%%Parametros da equacdaos$%%s

m inv = 1/m;

A [zeros (gdl) eye(gdl); -m _inv*k -m_inv*b];
B = [zeros(gdl) ; m inv];

tspan= 4071 ;

[0
y ini=[0 0];
[t,y] = oded5('equacaolgrau',tspan,y ini); %options

n = length(t);

figure
plot(t,y(l:n,1));
title (' Deslocamento sob condicdo de ressondncia')

xlabel ("tempo[s] ")
ylabel ('deslocamento[m] ")

function yp = equacao(t,y)

global k A B b bratio m w m_inv P g wn
Fh=10*sin (w*t) ;

F = Fh; %+P

yp = A*y+B*F;

$%%Resposta em frequéncia$ss

Cc = [110;011;k10];
D [0;0;01;

Wgrid = [0:0.01:301];

sys = ss(A,B,C,D);



H = freqresp(sys,Wgrid) ;
n = length (H);
for 1 = 1:n

X (i) = (1,1);

H
X abs (i) = sqgrt(real (X(i))"2 + imag(X(i))"2);
end

plot (Wgrid, X abs);

title ('Deslocamento no dominio da frequéncia')
xlabel ('frequéncialrad/s]")

ylabel ('X1[m]")
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Apéndice I1: Solucao para o modelo com dois graus de
liberdade

clc

clear all

close all

global A B C Dm inv ml m2 b bl bratiol bratio2 b2 k w X wn kl k2
wgrid H res

gdl=2
ml = 20; %massa do corpo 1[kg]
m2 = 1 ; %Smassa do absorvedor[kg]

k1=5000; %rigidez da massa 1[N/m]

wn (k1/ml1)~0.5; %frequéncia natural de vibracdao
k2 = m2*wn"2 ; %rigidez do absorvedor [N/m]
%Condicdo de ressonancia%

W = wWn;
bratiol = 0.00;
bl = bratiol*2*ml*wn; %amortecimento do sistema principal$%

for ¢ = 1:6
bgrid = [0.05,0.10,0.15,1,0.20,0.25];
bratio2(c) = bgrid(c);
b2 = bratio2 (c)*2*m2*wn; %amortecimento absorvedor%
%%% Pardmetros da equacdo%%%s
= [ml 0;0 m2];
_inv = [1/ml 0;0 1/m2];
= [kl+k2 -k2;-k2 k21];
[bl+b2 -b2;-b2 b2];

o~ 38 3

[zeros (gdl) eye(gdl); -m _inv*k -m _inv*b];
= [zeros(gdl); m inv];

w
Il

tspan = [0 20];
y ini [0 00 O01;
[t,y] = oded5('equacaoZgraus',tspan,y ini);

n = length(t);

figure (1)

plot(t,y(l:n,1));

title('Deslocamento sob ressondncia com absorvedor')
xlabel ("tempo[s] ")

ylabel ('X1[m]")

o\

Andlise no dominio da frequéncia%

c [1,0,0,01;

D = [0];

wgrid = [0:0.001:40]; %dominio de fregéncias[rad/s]%
sys = ss(A,B,C,D);%matriz de estado%

H = freqresp(sys,wgrid);
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n = length (wgrid) ;

for 1 = 1:n
res(i,c) = H(1,1,1i);
res mod(i,c) = sqgrt(real(res(i,c))”2 + imag(res(i,c))"2);
res mod(i,c) = res mod(i,c)*kl;
end
wgrid x = wgrid/wn;
$for i = 1:n
% X(i)= H(1,1,1i);
$X_abs (1) = sgrt(real(X(i))"2 + imag(X(i))"2);
%end
end
figure (2)

plot (wgrid x,res mod(l:n,1),wgrid x,res mod(l:n,2),wgrid x,res mod(l:n
,3),wgrid x,res mod(l:n,4));

title('Deslocamento X1 no dominio da frequéncia');

xlabel ('Frequéncial[rad/s]")

ylabel ("X1[m]")

function yp = equacao(t,y)

global A B m inv ml m2 b bl b2 k w Wgrid resp wn kl k2 bratiol bratio2
res

Fh = 10*sin(w*t);

F = [Fh ;0];%+P1;P2];

yp = A*y + B*F;



Apéndice Ill: Solucdo para modelo de viga de

para motor

clc

clear all

close all

global A B CDDb kmw X wn wgrid H F Fh
gdl=8;

%%% Pardmetros da equacdo$ss

mmotor = 50; %massa do motor[kg]

E = 200E+09 %$mdédulo de elasticidade

L = 2.5;%comprimento do elemtento de vigal[m]

I = 8e-4;%7.9537e-04 %Smomento de inércia da viga [kg.m?]
ro = 7850; %massa especifica [kg/m?]

Ar = 0.20;%0.20; %area[m?]

m = (ro*Ar *L/420)*[4*L"2 13*L -3*L"2 0 0 0 0 O;
13*L 312 0 54 -13*L 0 0 O;
-3*L"2 0 8*L"2 13*L -3*L"2 0 0 0;
0 54 13*L 312 0 54 13*L O;
0 -13*L -3*L*2 0 8*L"2 13*L -3*L"2 0;
0 0 0 54 13*L 312 0 -13*L;
0 0 0 -13*L -3*L"*2 0 8*L"2 -3*L"2;
00000 -13*L -3*L"2 4*L"2] ;

m(4,4) = mmotor + m(4,4);

k = (E*I/(L"3))*[4*L"2 -6*L 2*L"2 0 0 0 0 0;
-6*L 24 0 -12 6*L 0 0 O;
2*L"~2 0 8*L"2 -6*L 2*L"2 0 0 0;
0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L O;
0 6*L 2*L"2 0 8*L"2 -6*L 2*L"2 O;
0 0 -12 -6*L 24 0 6*L;
0 0 6*L 2*L"2 0 8*L"2 2*L"2;
0 0 0 0 6*L 2*L"2 4*L"2];

O O O

b =0.00*m + 0.00*k;

A [zeros (gdl) eye(gdl); -inv(m)*k —-inv (m)*b];
B = [zeros(gdl); inv(m)];

wn = sqrt(eig(k,m));
$%%CONDICAO DE RESSONANCIA%%S
w = wn(8);

tspan = [0 1];

i [0 0O0O0OO0OO0OO0OODO0OOOOGOO0];
[t,v] ode45 ('vigaequacao',tspan,y ini);
n = length(t);

h
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plot(t,y(l:n,4));

title('Deslocamento no centro da viga sob ressondncia com freqgl')

xlabel ('tempo[s] ")
ylabel ('deslocamento (m) ')

% Analise no dominio da frequéncia%
C = [eye(8) zeros(8);zeros(8) zeros(8)]1;

D = zeros(16,8);
wgrid = [0:0.01:300]; %dominio de fregéncias|[rad/s]%
sys = ss(A,B,C,D);%matriz de estado%

= freqresp(sys,wgrid) ;
= length (wgrid) ;

Hh o0 3 o
|

or i = 1l:n

nd

o° D

o°

o\
>
Il

H(1,1,1:n);

o\

h

= 1:n
_abs (i) = sqgrt(real(X(i))"2+imag(X(i))"2);

-

or

b

nd

o° (D

o\

figure (2)

plot (wgrid, X abs);

title('Deslocamento X1 no dominio da fregéncia');
xlabel ('Frequéncialrad/s]")

ylabel ("X1[m]")

function yp = equacao(t,y)
global A B CDDbkmwX wn wgrid H F Fh
Fh = 100000*sin(w*t);

t

F2 = 0; %rotacdo nd 1

F3 = 0 ;%translacédo nd 2
F4 = 0 ;%rotacdo nd 2

F5 = Fh ;%translacdo ndé 3

F6 = 0; %Srotacdo nd 3
F7 = 0; S%translacédo ndé 4
F8 = 0; %rotacdo nod 4

F10 = 0; %rotacdo nd 5

F = [F2;F3;F4;F5;F6;F7;F8;F10];

yp = A*y + B*F;
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Apéndice IV: Solugéo para modelo de viga de apoio

para motor e um absorvedor

clc

clear all

close all

global A B CDDb kmw X wn wgrid H F mabs kabs
gdl=8;

coo

%%% Pardmetros da equacdo%%%s

mmotor = 50; %massa do motor[kg]

kmotor = 2000; %rigidez do material de apoio[N.m]
E = 200e9; %médulo de elasticidade

L = 2.5;%comprimento viga[m]

I = 8e-4; %Smomento de inércia da viga [kg.m?]

ro = 7850; %massa especifica [kg/m?]

Ar = 0.2; %arealm?]

m = (ro*Ar *L/420)*[4*L"2 13*L -3*L"2 0 0 0 0 0 ;
13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0 ;
-3*L"2 0 8*L"2 13*L -3*L"2 0 0 0 ;
0 54 13*L 312 0 54 13*L 0 ;
0 -13*L -3*L*2 0 8*L"2 13*L -3*L"2 0 ;
000 54 13*L 312 0 -13*L ;
000 -13*L -3*L"2 0 8*L"2 -3*L"2 ;
00000 -13*L -3*L"2 4*L"2];

(4,4) = mmotor + m(4,4);

A oe oo 3

= (E*I/(L"3))*[4*L"2 -6*L 2*L"2 0 0 0 0 0 ;
-6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 ;
2*L*2 0 8*L"2 -6*L 2*L"2 0 0 0 ;
0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 ;
0 6*L 2*L"2 0 8*L"2 -6*L 2*L"2 0 ;
000 -12 -6*L 24 0 6*L ;
0 0 0 6*L 2*L*2 0 8*L"2 2*L"2 ;
00000 6*L 2*L"2 4*L"2] ;

(4,4) = kmotor+k(4,4);

O o0 o0 o° ®

0.0*m + 0.0*k;

[zeros (gdl) eye(gdl); -inv(m)*k —-inv (m)*b];
[zeros (gdl); inv(m)];

oo w3
Il

n = sqgrt(eig(k,m));

oo =

$%%CONDICAO DE RESSONANCIA%%%
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o\

w = wn(8);
mabs = 200; %massa do absorvedor[Kg]$%
kabs = mabs* (wn(8))"2; %rigidez absorvedor[N/m]%

%$Alterando matrizes k e m com 1 absorvedor$
m(9,9) = mabs;

m(4,4) = m(4,4) + mabs;

k(4,4) = k(4,4) + kabs;

k(9,9) = kabs;

k(4,9) = - kabs;

k(9,4) = -kabs;

tspan = [0 10];

y ini = [0 0 000 0000O0O0O0O0OO0O0O0];
t,y] = ode45('vigaequacao',tspan,y ini);

[

n = length(t);

figure (1)

plot(t,y(l:n,4));

title('Deslocamento no centro da viga sob ressondncia com fregl')
xlabel ("tempo[s] ")

ylabel ('deslocamento (m) ")

% Andlise no dominio da frequéncia%
C = [eye(8) zeros(8);zeros(8) zeros(8)];

D = zeros(16,8);
wgrid = [0:0.01:50]; %dominio de fregéncias[rad/s]%
sys = ss(A,B,C,D);%matriz de estado%

= freqresp(sys,wgrid);
= length (wgrid) ;

(S e
|

h

or 1 = 1:n

nd

oo (D

o

o°
bed
Il

H(l,1,1:n);

o°

h

= 1:n
_abs (1) = sgrt(real(X(i))"2+imag(X(i))"2);

-

or

bed

nd

o° D

o\

figure (2)

plot (wgrid, X abs);

title('Deslocamento X1 no dominio da fregéncia');
xlabel ('Frequéncialrad/s]")

ylabel ("X1[m]")
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Apéndice V: Solucdo para modelo de viga de apoio

para motor e trés absorvedores

clc

clear all

close all

global A B C D b bratio bgrid babs k m w X wnl wn2 wgrid H F Fh mabsl
kabsl babsl mabs2 kabs2 babs2 mabs3 kabs3 babs3

gdl=8;

000

%%% Pardmetros da equacdo%%%s

mmotor = 100; %Smassa do motor[kg]

E = 200e9; S$médulo de elasticidade

L = 2.5;%comprimento viga[m]

I = 8e-4; %momento de inércia da viga [kg.m?]
ro = 7850; %massa especifica [kg/m?]

Ar = 0.2; %arealm?]

m = (ro*Ar *L/420)*[4*L"2 13*L -3*L"2 0 0 0 0 O ;
13*L 312 0 54 -13*L 0 0 O ;
-3*L"2 0 8*L"2 13*L -3*L"2 0 0 0 ;

54 13*L 312 0 54 13*L 0 ;

-13*L -3*L"2 0 8*L"2 13*L -3*L"*2 0 ;

0 0 54 13*L 312 0 -13*L ;

0 0 -13*L -3*L"2 0 8*L"2 -3*L"2 ;

0 0 0 0 -13*L -3*L"2 4*L"2];

O O O O o

m(4,4) = mmotor + m(4,4);
k = (EXI/(L"3))*[4*L"2 -6*L 2*L"2 0 0 0 0 O ;
-6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 ;
2*L"2 0 8*L"2 —-6*L 2*L"2 0 0 0 ;
0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 ;
0 6*L 2*L"2 0 8*L"2 -6*L 2*L"2 0 ;
0 00 -12 -6*L 24 0 6*L ;
0 00 6*L 2*L"2 0 8*L"2 2*L"2
00000 6*L 2*L"2 4*L"2]1 ;
b = 5e-4*m + 5e-4*k; %amortecimento

wnl = sqrt(eig(k,m));

e

e

$$CONDICAO DE RESSONANCIA%%%

o\

= wnl(8); % frequéncias sem absorvedor$%
or ¢ = 1:2
if c==
% Parametros dos absorveedores $
mabsl = 526.66;
kabsl mabsl* (wnl(8))"2;
mabs2 =1580;
kabs2 = mabs2* (wnl (8))"2;
mabs3 526.66; s%smassa do absorvedor[Kg]$s

H =
Il
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kabs3 = mabs3* (wnl (8))"2; %rigidez absorvedor[N/m]%

%$Alterando matrizes k e m com 1 absorvedor
m(9,9) = mabsl;

2,2) = k(2,2) + kabsl;

9,9) = kabsl;

2,9) = -kabsl;

9,2) = -kabsl;

lterando matrizes k e m com 2 absorvedor
9,9) = mabs2;

4,4) = k(4,4) + kabs2;

= kabs2;

4,9) = -kabs2;

9,4) = -kabs2;

lterando matrizes k e m com 3 absorvedor
= mabs3;

k(6,6) + kabs3;

= kabs3;

6,11) = -kabs3;

-kabs3;

=
JARBARSARSARS N IS ARSARSARSARN N I ARARSARSA
O
N
O

N A A B
i
—
N
I

[}

sgrt (eig(k,m)); % frequéncias com absorvedor$%

e =
o]
N
Il

o°

%$bgrid = [0.0025,0.005,0.008,0.0157;

%amortecimento absl%

bratio = 0.3;% bgrid(c);

babsl = bratio*2*mabsl*wnl (8);%amortecimento do absorvedor
b(2,2) = b(2,2)+babsl;

b(9,9) = babsl;

b(2,9) -babsl;

b(9,2) -babsl;

%amortecimento abs2%

bratio = 0.3;% bgrid(c);

babs2 = bratio*2*mabs2*wnl (8); %amortecimento do absorvedor
b(4,4) = b(4,4)+babs?2;

b(9,9) = babs2;

b(4,9) = -babs2;

b(9,4) -babs?2;

%amortecimento abs3%

bratio = 0.3;% bgrid(c);

babs3 = bratio*2*mabs3*wnl (8); %amortecimento do absorvedor
b(6,6) = b(6,6)+babs3;

b(11,11) = babs3;

(6,11) = -babs3;

( -babs3;

%% Parametros do sistema %%%

zeros (gdl+3) eye(gdl+3); -inv(m)*k -inv(m) *b];

[N
—
~
o
Il

>
Il

B = [zeros(gdl+3); inv(m)];

o\°
o\°
o\°

Dominio do tempo$%$%%

tspan = [0 20];

y ini = [0 0000 000O0O0O0O0O0OO0OO0OOO0T1;% 0007];
ode23tb ('vigaequacaolabs',tspan,y ini);

tt = length(t);

for i = 1:tt

Z(i,c) = y(i,4);

end

ot
<
Il



o\

o°

An&dlise no dominio da frequéncia%

C = [eye(gdl+3) zeros(gdl+3);zeros(gdl+3) zeros(gdl+3)];
D = zeros (2* (gdl+3),gdl+3);
wgrid = [0:0.01:50]; %dominio de fregéncias[rad/s]%
sys = ss(A,B,C,D);%matriz de estado%
H = freqresp(sys,wgrid);
n = length(wgrid) ;
for 1 = 1:n
X(i,c) = H(4,4,1);
X abs(i,c) = sgrt(real (X(i,c))"2+imag(X(i,c))"2);
End

function yp = equacao(t,y)

global A B C D b bratio bgrid babs k m w X wnl wn2 wgrid H F Fh mabs

kab
Fh
t
F2
F3
F4
F5

S

[eoNeNe]

F6 =

F7

10000*sin(w*t) ;

; %rotacdo nd 1

;%translacdo nd 2

;$rotacdo nd 2

Fh ;%translacdo né 3

; %rotacdo nd 3

; %translacdo nd 4

; %rotacdo nd 4

0; %rotacdo nd 5

0; %translacdao do absorvedorl
0;%translacdo do absorvedor?
O%translacdo do absorvedor 3

O O O

[F2;F3;F4;F5;F6;F7;F8;F10;FALl;FA2;FA3];

A*y + B*F;
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Apéndice VI: Modelo de um quarto de veiculo

clear

close all

global a b ml m2 g Kb

ml=250;

m2="7;

g=9.81;

K1=23000;

Kp=200000;

Zz=0.3;

cl=2*Z*sgrt (K1*ml) ;

m=[ml 0 ; 0 m2];

K=[K1l -K1 ; -K1 KI1+Kpl;

C=[cl -cl ; -cl cl];

a= [zeros(2) eye(2);-inv(m)*K -inv (m)*C];

b= [zeros(2);inv(m)];

Kb=[0 0;0 Kpl;

tspan=[0 7];

y0=[0 0 0 0],

[t,y]=0ded’ ('umquartoequacao', tspan, y0);

n=length(t);

xl=y(l:n,1);

x2=y(l:n,2);
)
)

vli=y(l:n,3);
v2=y(l:n,4
Fr=Kp*x2;
figure (1)
plot (t,x1)
title ('grafico 1/4 de carro, deslocamento X tempo')
xlabel ('tempo (s)')

ylabel ('distancia (m)"')

figure (2)

plot (t,Fr)

title ('grafico 1/4 de carro, forca na roda X tempo')
xlabel ('tempo (s) ')

ylabel ('forca (N)")

’

function yp=equacao (t,y)
global a b g ml m2 Kb
ye=0;

yr=[ye;0];

Ft=[-ml*g; -m2*g]+Kb*yr;
yp=a*y+b*Ft;
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Apéndice VII: Modelo de meio veiculo

clear

close all

global w tl t2 v yc dgm ml mpl mp2 g Kb a b yel ye2
ml=500; %massa de meio carro

mpl=7; %massa da roda dianteira

mp2=7;%massa da roda traseira

J=630; %momento de inercia

g=9.81; %aceleracdo da gravidade

K1=23000; %rigidez da mola dianteira

K2=17000; %rigidez da mola traseira

Kp=200000; %rigidez do pneu

cl=1600; %amortecimento dianteiro

c2=1600; %amortecimento traseiro

v=8.33; %velociade do carro

yc=0.08; %altura do quebra-mola

d=30; %distancia da roda dianteira ao quebra-mola
d1=0.996; %distancia do CG a roda dianteira
d2=1.495; %distancia do CG a roda traseira

dgm=1.5; Scomprimento do quebra-mola

tl=(d/v); S%tempo da roda dianteira ate o quebra-mola
t2=(d+d1+d2) /v; %$tempo da roda traseira ate o quebra-mola

w=((2*pi*v) /dgm); %frequencia

m=[ml 0 0 O0; 0 J O O0; O O mpl O; O O O mp2];

K=[ (K1+K2) ((K1*dl)-(K2*d2)) (-K1) (-K2);

((K1*d1l)-(K2*d2)) ((K1*(dl*dl))+ (K2*(d2*d2))) (-K1)*dl (K2)*d2;
(-K1) (-K1)*dl (K1+Kp) O;

(-K2) (K2)*d2 0 (K2+Kp)]:

C=[ (cl+c2) ((cl*dl)-(c2*d2)) -cl -c2;

((cl*dl)-(c2*d2)) ((cl*(dl*dl))+ (c2*(d2*d2))) (-cl*dl) (c2*d2);

-cl (-cl*dl) cl O;
-c2 (c2*d2) 0 c2];
a= [zeros(4) eye(4);-inv (m)*K -inv (m)*C];
b= [zeros(4);inv(m)];
Kb=[0 0;0 0;Kp 0;0 Kpl;
tspan=[0 8];
y0=[0 0 0 0 0 O O0 01,
[t,y]l=0ded5 ('equacao meiocarro', tspan,y0);
n=length(t);
x=y(l:n,1);
teta=y(l:n,2);
xpl=y(l:n,3);
xp2=y(l:n,4);
x1=x+(dl*teta);
x2=x—-(d2*teta) ;
for i=1:n;

if t(i)<tl
Frl1=Kp*xpl;
elseif t(i)>(tl+(dgm/v));
Frl1=Kp*xpl;
else
Frl1=Kp* (xpl-yel);
end
if t(i)<t2
Fr2=Kp*xp2;
elseif t(i)>(t2+ (dgm/v));
Fr2=Kp*xp2;
else
Fr2=Kp* (xp2-ye2) ;
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end
end
Fml=K1* (x1-xpl);
Fm2=K2* (x2-xp2) ;

figure (1)

plot (t, x, t, teta)

title ('grafico 1/2 de carro')

xlabel ('Tempo (s)'")

ylabel ('Deslocamento (m)")

legend ('Centro de massa', 'angulo de arfagem')
figure (2)

plot (t, Frl, t, Fr2)

title ('grafico 1/2 de carro')

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Forca (N)")

legend ('pneu dianteiro', 'pneu traseiro')
figure (3)

plot (t, xpl, t, xp2)

title ('grafico 1/2 de carro')
xlabel ('Tempo (s) ')

ylabel ('Deslocamento (m)")
legend ('pneu dianteiro', 'pneu traseiro')
figure (4)

plot (t, Fml, t, Fm2)

title ('grafico 1/2 de carro')
xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Forca (N)")

legend ('dianteira', 'traseira')
figure (5)

plot (t, x1, t, x2)

title ('grafico 1/2 de carro')

xlabel ('Tempo (s) ')
ylabel ('Deslocamento (m) ')
legend ('suporte dianteiro', 'suporte traseiro')

function yp=equacao meiocarro (t,y)
global w tl t2 v yc dgm ml mpl mp2 g Kb a b yel ye2
if t<tl;

yel=0;

elseif t>(tl+(dgm/v));

yel=0;

else

yel=(yc/2)* (1-cos (w* (t-tl1l)));

end

if t<t2;

ye2=0;

elseif t>(t2+(dam/v));

yez2=0;

else

ye2=(yc/2)* (l-cos (w* (t-t2)));

end

yr=[yel;ye2];

Ft=[-ml*g;0;-mpl*g; -mp2*g]+Kb*yr;
yp=a*y+b*Ft;



150

Apéndice VIII: Modelo de ponte isolada

clear
close all
global F L vabDd
L=3;

Lp=60;
E=200e9;
I=8e-5;
ro=7850;
A=0.48;
F=-2500;
v=8.33;
D=15;
d=2.5;
tpil=D/v;
tpi2=(D+d) /v;
tpfl=(D+20*L) /v;

tpf2=
uest

K=(E*I/(L*L*L))*[4*L*L -6*L 2
000000O0O0OO0COOOOOQO
-6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 0 O
000O0O0O0OO0O0O0;

%distancia entre forcas Fl e F2

°

tempo de entrada de F2

(D+d+20*L) /v; Stempo de saida de F2
= 2*F/ (48*E*I/Lp"3);

*T, K

L*L 0 000 0O0OO0000O0O0O0CO0OO0CO0OO0OOQO
000 0;
00000O0O0O0COCOOOOOOOOOODO

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0O 0O 00O 0O0OO0OO0OO0O0O0OO0O0OO0OO0O0O0OO0OO0O0OQO0
0000O0O0OO0OOOO;

-6*L 24 0 -12 6*L,. 0 0 0O 00O 0O 0O00O000O0O0O0OO0COO0OO0OOOOO
000O0O0O0O0;

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0O 0OOOOO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOO0O

0

eNeoNoNololoNoNoNoNoNoNoRololoNoNoNoNoNolololNolNolNoNoNoNoNolNolololNolNe)

-12
00
6*L

(@}
(@}

[eNeoNoNoloNoNoNoNoNoNoloRolBoloNoNoNoNolNololololNolNoNolNolNolNolNo]
[eNeoNoNoloNoNoNoNoNoNoloRololoNoNoNoNolNololololNolNolNolNolNolNolNo]

00 0 Oy
0 -12 6*LL 0O 0O 0O OOOOOODODODODODODOODOOOOO
0;

8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0O 0O 0O OOOOO0OO0OOOOOO0O0O0
000 0;

-6*L 24 0 -12 6*L, 0 0 0 00O 0O0OO0O0OO0O0O0O0O0O0OO0O0O0OGOO
0 0 0;
2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0O 00O OO0 O0OO0OO0O0O0O0O0

000O0O00O
-12 -6*L 24
000O0O00O
6*L 2*L*L O
000O0O0O0

-12

00

6*L

00

ecNeoNoNololoNoNoNoNoNoloRololoNoNoNoNolNololololNolNolNo

ecNeoNoNoloNoNoNoNoNoNoloRololoNoNoNoNoNololololNolNolNo

cNeoNoNololNoNoNoNoNoNoloRololoNoNoNolNolNolNolNe]

cNeoNoNololNoNoNoNoNoNoloRololoNoNoNolNolNolNolNe]

000O0O0O0;
-12 -6*L 24 0 6*L. 0 0 0O 0O OO OO0OOOOOOOOOOODO

0 0;
6*L

(@}

cNeoNoNoloNoNoNoNolNoNololRololNolNolNolNo)

(@}

cNeoNolololNoNoNoNoNolNololRololNolNolNolNo)

2*L*L 0 8*L*L -o6*L 2*L*L 0O O 0O 0O 0O OOOOOOO0OO0O
00 0 0y

-12 -6*L 24 0 -12 6*LL. 0 0O 0O OO OOOOOOOOOO
0;

o*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00O 0O0O0OO0OO0O
00 0 0y

0 0 -12 -6*L 24 0 -12 6*LL 0 0 0O OO OOOOOO0OO0OO
0;

0 0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00O OO OO
00 0 Oy

0000 -12 -6*L 24 0 -12 6*LL 0 0 0O OO OOOO0OO0OO
0;

0000 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 0O
000 0;

000000 -12 -6*L 24 0 -12 6*LL 0 0 0O 0O OO OO0O
0;

000O0O0O06*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 O
000 O0;

000O0O0O0O0O0-12 -6*L 24 0 -12 6*LL. 0 0 0 0 0 0 O
0;



151

00000000OO0CO0OOO0COOOO0OO0 6*L 2*L*L 0 8*L*L —-6*L 2*L*L 0 0 0 O

00000O0CO0OOOOO0O0;

000000O0O0O0O0O0OO0OOO0OOOO0O-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 O

000O0O0OO0OO0OO0O0O0;

000000O0O0O0DO0O0OO0OO0OOO0OO0OOO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 O

0000O0O0O0O0O0OGOO0O0;

0000000O00O0O0O0OO0OOO0OO0OO0OOGO-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 O

0000O0O0O0O0O0O0;

000000O0O0OO0OOO0OOOOOOOO®O0O®6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L

0000O0O0O0O0O0OGOO0O0;

0000000O0ODO0O0OODO0OOO0OO0OO0OODOOO0O=-12 -6*L 24 0 -12 6*L O

0000O0O0O0O0O0O0;

0000000O00OO0O0OO0OOOO0OOOOOOOO0O 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L

2*L*L 0 0 0 0 0O OO0 O O 0y

000000O0O00ODO0O0OO0OOO0OOO0OOODOOOOO -12 -6*L 24 0 -12

6*L 0 0 00000 O0 07

000000O0O00OO0COOO0OO0OOOOOOOOOOO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -

6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 O O Oy

00000O0O0O0O0COCOCOOOOOOOLOOOOOOOO0O0O-12 -6*L 24 0 -

12 6*L 0 0 0 0 0 0 Oy

000000O0O0O0CO0COCOOOOOOOOOODOOOOOO0 6*L 2*L*L O

8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 O O O;

0000000O00OO0OOO0OOO0OO0OOOOOOOOOOOGO-12 -6*L 24

0 -12 6*L 0 0 0 0 O;

000000O0O0O0COCO0COOOOOOLOOOOOOOOO0OO0OOO®GKL 2*L*L O

8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 O;

00000000000OO0COOO0ODOO0OOOOOOOOODOOOO -12 -6*L

24 0 -12 6*L 0 0 0Oy

000000O0O0O0CO0COOOOOOOOOOOOOOOO0OO0OO0OOOO 6*L

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0;

000000O0O0O0COO0COOOOOOOLOLOOOOODOOOOOOOOO-12

-6*L 24 0 -12 6*L 0;

00000000O000O0O0O0OO0O0OO0OOO0OOO0OOOOOOOOO 6*L

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0;

000000O0O0O0COCO0COOOOOOLOLOOOOOOOOOOOOOOODOO

-12 -6*L 24 0 6*L;

00000000OO0CO0OOO0COOOCOOOCOOOOOOOOOOOOOOOOO

6*L 2*L*L 0 8*L*L 2*L*L;

000000O0O0O0COCO0COCOOOOOLOLOLOOOOOOOOOOOOOOOO

0 0 6*L 2*L*L 4*L*L];

(ro*A*L/420) *[4*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 OO OOO0OO0OO0O0O0OO0OO0OOOO

00000O0O0O0OO0COOO0COOOOOOO;

M=

13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0O 0O OO O O0OO00OO0O00OO0O0OO0OOO0OOOO0OOOQO

000O0O0O0O0GO0O0O0;

-3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*IL*L 0 0 0 0O 0O OO OO OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OO

0000O0O0O0O0OO0OOOO0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0O OO O 0OO00O0O0O00OO0O0O0OO0COO0OO0OOOO

0000O0O0OO0O0O0;

0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0O OO O OO0OO0OO0O0O0O0O

00000O0O0O0OO0COOOOOO;

000 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 00O OO O0O0O0OO0O0O0ODO0O0O0ODO0OO0O0OGOO

0000O0OCOO0O0O0;

000 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0O 00O 0OO0OO0O0O0O0O0O0O

00000O0O0O0OO0COOOOOO;

000O0O0D54 13*L 312 0 54 -13*L,. 0 0 0 00O OO O0O0OO0OO0O0ODO0OO0O0OOO

0000O0O0O0O0O0O0;

00000 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 OO0 O O0O0O0O0O

00000O0O0O0OO0COOOOO0O O;

0000O0O0OO054 13*L 312 0 -13*L,. 0 0O 0O 0O OOO0OO0OO0OO0ODO0COOOOOO

0000O0O0CO0O0O0DO0;
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00000O0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 00 00 0O0O0O

00000O0O0O0OO0COOOOOO;

0000O0O0OOOO 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0O O OO OOO0O0OO0O0O0OO0O

000O0O0OO0OO0OO0O0O0;

0000O0O0OO0O0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

00000O0O0O0O0O0OOOOO;

00000O0OO0O0OOO 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 00O O OO OO0OO0O0OO0O

0000O0O0O0O0O0O0;

00000O0OO0O0O0OO0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O

00000O0O0O0O0O0OOOOO;

000000OO0O0OO0OOOGOD54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0O OO O O0OO0O0OO0OO

0000O0O0O0O0O0O0;

000000O0O0OO0OO0O0O0GO0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 O

00000O0O0O0O0O0OOOOO;

000000O0O0O0OO0OO0OOOOGOD54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 00 O 0OO0OO0OO0OO

000O0O0OO0OO0OGO0O0O0;

000000O0O0O0OO0O00O0O0GO0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 O

00000O0O0O0OO0COOOOOO;

000000O0O0O0COCOO0OOOO®O®O 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0O 0O O OO

000O0O0O0O0OO0O0O0;

00000O0O0O0O0CO0CO0OO0OOO0OO®O®O -13*L, -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 O

00000O0O0O0OO0COOOOO0OO;

000000O0O0O0OO0O0OOO0OOO0OOGO OO 54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0 0 O

000O0O0O0O0OGO0O0O0;

000000O0O0O0CO0CO0COO0OOO0OOO®O®O -13*L, -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L

00000O0O0O0O0O0OOOOO;

000000O0O0O0OO0O0OO0OOOOOOOGO DS54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 O

0000O0O0COO0O0O0;

00000O0O0O0CO0COCOOOOOOOOO®OO -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -

3*L*L 0 0 0 0 0O OO0 O0CO0O0O0 O0;

-13*L 0

000000O0O0O0CO0COOOOOOOOOOOOO 54 13*L 312 0 54

0000O0O0OO0O0O0;

0000000O0OO0OOO0OOO0OO0OOOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L

13*L -3*L*L 0 0 0 0 0O 0O OO0 O Oy

000000O0O0O0O0COCOOOOOOOOOOOOOO 54 13*L 312 0 54

13*L. 0 0 0 0 0O 0O 0 0 O;

000000O0O00OO0O0OOO0COOO0OO0OO0OOOOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L

13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 O O Oy

00000O0O0O0O0COCOOOOOOOOOOOOOOOOO 54 13*L 312 0 54

-13*L 0 0 0 0 0 0 Oy

0o0o0000O0O0O0CO0CO0OOOOOOOOOOOOOOO0O0O -13*L -3*L*L O

8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O 0 O;

00000000O000OO0CO0OO0O0OOO0OO0OOOOOOOOOO 54 13*L 312

0 54 -13*L 0 0 0 0 Oy

000000O0O0O0CO0COCOOOOOOOOOOOOOOOOO0O -13*L -3*L*L

0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O;

00000000O000OO0CO0OO0OOO0OOO0OOO0OOOOOOOS54 13*L

312 0 54 -13*L 0 0 O;

0c0o0o000000O0O0CO0OO0COOO0COOOOOOOOOO0OO0OO0OOO -13*L -

3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 O;

00000000O000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOO 54

13*L 312 0 54 -13*L O;

00000000OO0O0OOO0COOO0COOOCOOOCOOOOOOCOOOOOO O -

13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L O;

0o0o000000O0O0CO0OO0COOOCOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

54 13*L 312 0 -13*L;

00000000OO0COOO0COOOCOOOOOOCOOOOOOCOOOOOOOO

-13*L -3*L*L 0 8*L*L -3*L*L;

0c0o0o000000OO0CO0OO0COOOCOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

0 0 -13*L -3*L*L 4*L*L];

0.05*K+0.05*M;

B=
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a=[zeros (40) eye (40);-inv (M) *K -inv (M) *B];
b=[zeros (40) ;inv (M) ];

tspan=[0 20*tpf2];

y0=[zeros(1,80)];

[t,y]=0ded5 ('equacao_pont 21',tspan,y0);
n=length (t);

x2=y(l:n,1);
x3=y(l:n,2);
x4=y(1l:n,3);
x5=y(1l:n,4);
x6=y(1l:n,5);
x7=y(l:n,6);
x8=y(l:n,7);
x9=y(1l:n,8);
x10=y(1:n,9);
x11=y(l:n,10);
x12=y(1l:n,11);
x13=y(1l:n,12);
x1l4=y(1l:n,13);
x15=y(l:n,14);
xlé6=y(l:n,15);
x17=y(1l:n,16);
x18=y(1l:n,17);
x19=y(1l:n,18);
x20=y(1l:n,19);
x21=y(1l:n,20);
x22=y(l:n,21);
x23=y(1l:n,22);
x24=y(1l:n,23);
x25=y(l:n,24);
x26=y(l:n,25);
x27=y(l:n,26);
x28=y(1l:n,27);
x29=y(1l:n,28);
x30=y(1l:n,29);
x31=y(1l:n,30);
x32=y(1l:n,31);
x33=y(1l:n,32);
x34=y(1l:n,33);
x35=y(l:n,34);
x36=y(l:n,35);
x37=y(1l:n,36);
x38=y(1l:n,37);
x39=y(1l:n,38);
x40=y(1l:n,39);
x42=y(1l:n,40);
figure (1)

plot (t,x21)

title('deslocamento ponte')

xlabel ('tempo')

ylabel ('deslocamento'")

figure (2)

plot (t,x21,t,uest)

title('deslocamento ponte')

xlabel ('tempo')

ylabel ('deslocamento'")

legend ('ponte dinamico', 'ponte estatico')

function yp=equacao pont 21 (t,y)
global F L vabDd
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t

F2=0;

F3=0;

F4=0;

F5=0;

Fo=0;

F7=0;

F8=0;

F9=0;
F10=0;
F11=0;
F12=0;
F13=0;
F14=0;
F15=0;
Fl16=0;
F17=0;
F18=0;
F19=0;
F20=0;
F21=0;
F22=0;
F23=0;
F24=0;
F25=0;
F26=0;
F27=0;
F28=0;
F29=0;
F30=0;
F31=0;
F32=0;
F33=0;
F34=0;
F35=0;
F36=0;
F37=0;
F38=0;
F39=0;
F40=0;
F42=0;
tl1=D/v;
t2=(D+L) /v;
t3=(D+L*2) /v;
t4=(D+L*3) /v;
t5=(D+4*L) /v;
t6=(D+5*L) /v;
t7=(D+6*L) /v;
t8=(D+7*L) /v;
t9=(D+8*L) /v;
£10=(D+9*L) /v;

t11=(D+10*L) /v;
t12=(D+11*L) /v;
t13=(D+12*L) /v;
t14=(D+13*L) /v;
t15=(D+14*L) /v;
t16=(D+15*L) /v;
t17=(D+16*L) /v;
t18=(D+17*L) /v;
t19=(D+18*L) /v;
t20=(D+19*L) /v;



t21=(D+20*L) /v;

if (tl<t) &&(t<t2);
dd=(t-tl) *v;
F3=(dd/L) *F;

else

end

if (t2<t) && (t<t3);
dd=(t-t2) *v;
F3=((L-dd) /L) *F;
F5=(dd/L) *F;

else

end

if (t3<t) &&(t<td);
dd=(t-t3) *v;

(
F5=((L-dd) /L) *F;
F7=(dd/L) *F;
else
end

if (td<t)&&(t<th);
dd=(t-t4) *v;

(
F7=((L-dd) /L) *F;
F9=(dd/L) *F;
else
end
if (th<t)&&(t<to);
dd=(t-t5) *v;
FO9=(((L-dd) /L) *F) ;
Fll=(dd/L) *F;
else
end

if (te<t) && (t<t7);
dd=(t-t6) *v;

Fll=(((L-dd) /L) *F);
F13=(dd/L) *F;

else

end

if (t7<t) && (t<t8);
dd=(t-t7) *v;

F13=(((L-dd) /L) *F) ;
F15=(dd/L) *F;

else

end

if (t8<t) && (t<t9);
dd= (t-t8) *v;

F15=(((L-dd) /L) *F) ;
F17=(dd/L) *F;

else

end

if (t9<t) && (t<tl10);
dd=(t-t9) *v;

F17=(((L-dd) /L) *F) ;
F19=(dd/L) *F;

else

end

if (tl0<t)&s&(t<tll);
dd=(t-t10) *v;

F19=(((L-dd) /L) *F) ;
F21=(dd/L) *F;

else

end

1if (tll<t) &&(t<tl2);
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dd=(t-tll) *v;
F21=(((L-dd) /L) *F) ;
F23=(dd/L) *F;

else

end

if (tl2<t) && (t<tl3);
dd=(t-t12) *v;
F23=(((L-dd) /L) *F) ;
F25=(dd/L) *F;

else

end

if (tl3<t)&&(t<tld);
dd=(t-t1l3) *v;
F25=(((L-dd) /L) *F) ;
F27=(dd/L) *F;

else

end

if (tl4<t) && (t<tlbd);
dd=(t-tl1l4) *v;
F27=(((L-dd) /L) *F) ;
F29=(dd/L) *F;

else

end

if (tlbh<t) && (t<tlo);
dd=(t-tl5) *v;
F29=(((L-dd) /L) *F) ;
F31=(dd/L) *F;

else

end

if (tle<t) && (t<tl7);
dd=(t-tl6) *v;
F31=(((L-dd) /L) *F) ;
F33=(dd/L) *F;

else

end

if (tl7<t)&& (t<tl18);
dd=(t-tl7) *v;
F33=(((L-dd) /L) *F) ;
F35=(dd/L) *F;

else

end

if (tl8<t) && (t<tl9);
dd=(t-t18) *v;
F35=(((L-dd) /L) *F) ;
F37=(dd/L) *F;

else

end

if (tl9<t) && (t<t20);
dd=(t-t19) *v;
F37=(((L-dd) /L) *F) ;
F39=(dd/L) *F;

else

end

if (t20<t) && (t<t21);
dd=(t-t20) *v;
F39=(((L-dd) /L) *F) ;
else

end

ttl=(D+d) /v;
tt2=((D+d)+L) /v;
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tt3=((D+d) +L*2) /v;

ttd=((D+d)+L*3) /v;

tt5=((D+d)+4*L) /v;

tt6=((D+d) +5*L) /v;

tt7=((D+d) +6*L) /v;

tt8=((D+d)+7*L) /v;

tt9=((D+d)+8*L) /v;

ttl0=((D+d)+9*L) /v;

ttll=((D+d)+10*L) /v;

ttl2=((D+d)+11*L) /v;

ttl3=((D+d)+12*L) /v;

ttl4=((D+d)+13*L) /v;

ttl5=((D+d)+14*L) /v;

ttl6=((D+d)+15*L) /v;

ttl7=((D+d)+16*L) /v;

ttl8=((D+d)+17*L) /v;

tt19=((D+d)+18*L) /v;

tt20=((D+d)+19*L) /v;

tt21=((D+d)+20*L) /v;

1f (tl<t) && (t<t2) ;
=(t-ttl) *v;
=(dd/L) *F

else

end

if (tt2<t) && (t<tt3);

dd=(t-tt2) *v;

F3 ((L- dd)/L)
=(dd/L) *

else

end

1f (tt3<t) && (t<ttd) ;
=(t-tt3) *v;
=((L-dd) /L) *F;
=(dd/L) *F;

else

end

1f (ttd<t) && (t<ttH);
=(t-ttd) *v;
=((L-dd) /L) *F;
=(dd/L) *F;

else

end

1f (tth<t) && (t<tt6) ;
=(t-ttd) *v;

F9 (((L-dd) /L) *F) ;

Fll=(dd/L) *F

else

end

if (tte<t) && (t<tt7);
dd=(t-tto) *v;

Fll=(((L-dd) /L) *F) ;
F13=(dd/L) *

else

end

if (tt7<t) && (t<tt8);
dd=(t-tt7) *v;

F13=(((L-dd) /L) *F) ;
F15=(dd/L) *F;
else

end
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if (tt8<t) && (t<tt9);
dd=(t-tt8) *v;

F15=(((L-dd) /L) *F) ;
F17=(dd/L) *F;

else

end

if (tt9<t) && (t<ttl0);
dd=(t-tt9) *v;

F17=(((L-dd) /L) *F) ;
F19=(dd/L) *F;

else

end

if (ttlo<t) && (t<ttll);
dd=(t-ttl0) *v;

F19=(((L-dd) /L) *F) ;
F21=(dd/L) *F;

else

end

if (ttll<t) &&(t<ttl2);
dd=(t-ttll) *v;

F21=(((L-dd) /L) *F) ;
F23=(dd/L) *F;

else

end

if (ttla<t) &&(t<ttl3);
dd=(t-ttl2) *v;

F23=(((L-dd) /L) *F) ;
F25=(dd/L) *F;

else

end

if (ttl3<t) &&(t<ttld);
dd=(t-ttl3) *v;

F25=(((L-dd) /L) *F) ;
F27=(dd/L) *F;

else

end

if (ttléd<t) &&(t<ttlb);
dd=(t-ttl4d) *v;

F27=(((L-dd) /L) *F) ;
F29=(dd/L) *F;

else

end

if (ttlb5<t) && (t<ttlo);
dd=(t-ttl5) *v;

F29=(((L-dd) /L) *F) ;
F31=(dd/L) *F;

else

end

if (ttle<t) && (t<ttl?);
dd=(t-ttl6) *v;

F31=(((L-dd) /L) *F) ;
F33=(dd/L) *F;

else

end

if (ttl7<t) && (t<ttl8);
dd=(t-ttl7) *v;

F33=(((L-dd) /L) *F) ;
F35=(dd/L) *F;

else

end

1f (ttl8<t) && (E<ttl9);
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dd=(t-ttl8) *v;

F35=(((L-dd) /L) *F) ;

F37=(dd/L) *F;

else

end

if (ttlo<t) && (t<tt20);

dd=(t-ttl19) *v;

F37=(((L-dd) /L) *F) ;

F39=(dd/L) *F;

else

end

if (tt20<t) && (t<tt21);

dd=(t-tt20) *v;

F39=(((L-dd) /L) *F);

else

end
Ft=[F2;F3;F4;F5;F6;F7;F8;F9;F10;F11;F12;F13;F14;F15;F16;F17;F18;F19;F2
0;F21;F22;F23;F24;F25;F26;F27;F28;F29;F30;F31;F32;F33;F34;F35,F36;F37;
F38;F39;F40;F427;

yp=a*y+b*Ft;
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Apéndice IX: Modelo de ponte com um quarto de

carro e absorvedores

cl

ear

close all
global L v a aa Dml m2 g m M Kp

=

3;

%vao da ponte

ml=250; %massa do veiculo

m2

%massa da roda

g=9.81; %aceleracdo da gravidade

K1=23000; %rigidez da mola do veiculo

Kp=200000; %rigidez do pneu

cl=1600; S%coeficiente de amortecimento do veiculo

v=
D=

25;
20;

$velocidade do carro 15Km/h
$distancia inicial do veiculo a ponte

tpi=D/v; %$tempo incial do veiculo na ponte
tpf=(D+20*L) /v; Stempo final do veiculo na ponte

Ma=753.6; % Massa do absorvedor
Ka=15000; % Rigidez do absorvedor

wa
ba

sgrt (Ka/Ma); S$Frequencia do absorvedor
6000;%60144;%0.50*2*Ma*wa; %$Amortecimento do absorvedor

Mb=753.6; % Massa do absorvedor
Kb=15000; % Rigidez do absorvedor

wb
bb

sgrt (Ka/Ma); S$Frequencia do absorvedor
6000;%60144;%0.50*2*Ma*wa; $%$Amortecimento do absorvedor

Mc=753.6; % Massa do absorvedor
Kc=15000; % Rigidez do absorvedor

wc = sqgrt(Ka/Ma); S%Frequencia do absorvedor

bc = 6000;%60144;%0.50*2*Ma*wa; %Amortecimento do absorvedor

E=200e9;

I=8e-5;

ro=7850;

A=0.48;

K=(E*I/(L*L*L))*[4*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00 00O 0OOOOO0OO0OO0OO0OO0OO
0O000000O0OO0OOOOOOOOOO0O0;

-6*L 24 0 -12 6*L, 0O OO OO O0OOO0ODO0OODO0DODODODODODOODODOODOODOOO

0
2%
0

loNeoNoNoNoRolololoNoNolNoNolNololNe]

00
L*L
00
-12
00
6*L

(@}
(@}

loNeoNoNoloRolololNolNolNolNol
loNeoNoNoloRolololNoNolNolNol

00 0O0O0O0;

0 8*L*L -6*L 2*IL*LL,. 0 0 0 0O 0O 0O OO OOO0OO0O0O0OOOOOO0OO0OO0O0OO0OO
00 0O0O0OO0O0O0O0;

-6*L 24 0 -12 6*L 00O 0O 0OOO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OO0OO0OOOOOOOODWO

00 0O0O0O0O0;

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L O O 0O O OOOOOOOOOOO0OO0OO0OO0OO0ODO
000O0O0OO0OO0OO0O0DO0;

-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0O 0O OOOO0OO0OO0OO0OO0O0O00OO0OO0OOODODOODO

000O0O0O0O0;

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 00O 0O 0O OOOOO0OO0OO0OO0OO0OO0OO
000O0O0O0O0O0;

-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0O 0OO0OOO0OO0O0O0O0OO0OO0OO0OOOOODODO

0000 O0;

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 000 0OOOOO0OO0OO0O0OO0OO
000O0O0O0O0O0;

-12 -6*L 24 0 6*L. 0 0O 0O OOOO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0OODODOODO

0 0;

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00O 0OOOO0OO0O0O0O
000O0O0O0;

o
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0000O0O0CO0O0O0=-12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0O 0O OO 0O0OO0CO00O0O0O0O0CO0O

0000O0O0OO0O0O0;

0000O0O0OO0O0O0O 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00 000 O0O0O

0000O0O0O0O0O0OGOO0O0;

00000O0O0O0DO0OO0O0=-12 -6*L 24 0 -12 6*LL 0 0 0O 00O 0O 00O0O0O0O0OO

000O0O0OO0OO0OO0O0O0;

0000O0O0O0O0OOO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

00000O0CO0OOCOOO0O0;

000000O0O0O0OO0OO0OGO0-=-12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0O 00O OO0 O0OO0O0O0OO

000O0O0OO0OO0OO0O0O0;

00000O0O0O0O0OO0OO®O0O 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O

00000O0CO0O0OOOO0O0DO0;

000000O0O0O0OO0O0OO0OO0O0OO0O-12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0 0 0 0O 0 0 0 0O

000O0O0OO0OO0OGO0O0O0;

000000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OGO0O®6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 O

0000O0O0O0O0O0OGOO0O0;

000000O0O0O0O0O0OO0OO0OOOO-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 0 0 O

0000O0O0COO0O0O0;

000000O0O0O0COCOO0OOOO®OO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 O

0000O0O0O0O0O0OGOO0O0;

000000O0O0O0CO0CO0COOOOOO®O®O-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 O O

0000O0O0CO0O0O0O0;

000000O0O0O0OO0OOO0OOOO0OOGOO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 O

0000O0O0O0O0O0OOO0O0;

000000O0O0O0COCOOOOOOODOOOO-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 O

000O0O0O0O0OO0O0O0;

000000O0O0O0OO0COOO0OOOOOOOQO6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L

00000O0CO0OOCOO0O0DO0;

00000O0O0O0O0COCOOOOOOOOOOOOO-12 -6*L 24 0 -12 6*L O

000O0O0O0O0OGO0O0O0;

000000O0O0O0COCOOOOOOOOOOOOO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L

2*L*L 0 00000 O0O0O0O0 07

0000000O0ODO0OOO0OOO0OO0OOOOOOOO -12 -6*L 24 0 -12

6*L 0 0 0 00O 0O 00 Oy

00000O0O0O0O0COCOOOOOOOOOOOOOOO0O 6*L 2*L*L 0 8*L*L -

6*L 2*L*L 0 0 0 0 O O O O Oy

000000O0O00OO0COOO0OO0OOOOOOO0OOO0OOOGO-12 -6*L 24 0 -

12 6*L 0 0 0 0 O O O;

000000O0O0O0CO0COCOOOOOOOOOODOOOOOO0 6*L 2*L*L O

8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0O O O O;

000000O0O0O0COCOOOOOOOLOOOOOOOOO0OO0OO0OQO-12 -6*L 24

0 -12 6*L. 0 0 O O O;

00000000O0CO0O0OO0CO0OO0OOO0OO0OOO0OOOOOOOO06*L 2*L*L O

8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 O;

000000O0O0O0CO0CO0COOOOOOOOOOOOOOOOO0OO0O0O-12 -6*L

24 0 -12 6*L 0 0 0y

00000000O000O0O0CO0OO0OOO0OOO0OOOOOOOOOOO0O 6*L

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0y

0c0o0o000000O0O0C00OO0COOO0COOOOOOOOOOOOOOOOOO0O-12

-6*L 24 0 -12 6*L 0;

00000000000O0O00OO0O0OO0O0DOO0O0OO0O0OOOOOOO®OO 6*L

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0y

00000000OO0COOO0COOOCOOOOOOCOOOCOOOCOOOOOOCOO

-12 -6*L 24 0 6*L;

0c0o0o000000OO0CO0OO0COOOCOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

6*L 2*L*L 0 8*L*L 2*L*L;

00000000OO0COOO0COOOCOOOOOOCOOOOOOCOOOOOOOO

0 0 6*L 2*L*I, 4*L*L];

(ro*A*L/420) * [4*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 00000 0O0000O0O0O0O

0000000O0OO0CO0OO0COOOOOOO;

M=
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13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0O O OOOOO0OO0OODODO0DO0DODO0OO0OODODOODOOODO
000O0O0OO0O0OO0OGO 0O0;

-3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 00O OOOOOO0O0O0OO0OO0ODOO0OO0OOGO
0000O0OO0OOOOOOTO 0O0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L,. 0 0O O 0OOODO0OO0OODO0ODO0DO0DODO0OO0DODOOODODOODO
000O0O0OO0OOTO O O0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0O OO OO O0OO0OO0O0O0OO0O0DO
00000O0OOO0OOOOO0DO0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L,. 0 0O O0O0OOO0OO0OODODO0DO0DODOO0DODODOOOG
000O0O0O0 O0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 00O O OO OOO0OO0O0O
0000O0OO0OO0OOO0OODO0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 OO OOO0OO0OODO0OO0DODODO0OO0DOO0OO0ODO
0000 0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0O 0OOOOO0OO0OO0O00DO0
000O0O0OO0OO0OOTO 0DO0;

0 54 13*L 312 0 -13*L. 00O O OOOOO0OO0ODODOO0OO0ODODO0OO0OOO
00 0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 00O OO O0OO0OO
000O0O0O0O0 0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*LL,. 0 0 0O 0O 0OOOO0OODODO0OO0DODO0OO
0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 0 0O
00O0O0O0O0;

0 0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0O O OOOOOO0OO0OO

(@)

~e

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O
000 0;
0 0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 O O O O O O O O

o O O

~.

0 0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 O
000 0;
000054 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0 0 0O O O OO

o O O

~e

0000 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 O
0;
00 O0O0O0O0 D54 13*L, 312 0 54 -13*L. 0O 0O 0O OO OO

o O O
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(@]

~.
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eV oloNolNoNoNoNoNoNolololoNoNoNoNoNoBolololNoNoNoNoNoNoBololoNolNoNoNoNoNololololNe
elsNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoloNoNoNoNoNoNolNolNoNolNe)
clsNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNoNoNoNelNo]
ecNeoBoRoNoNoNoNoNoloNoloBoloNoNoNoNoloBololNoNoNoNoNolNolololoNolNolNolNololNo]
ecNeoNoRoNoNoNoNoNoNoNoloBoloNoNoNoNoloRololNoNoNoNoNoNolNololoNoNolNo)
ecNeoNoRoNoNoNoNoNoNoNoloBoBolNoNoNoNoNolololNololNoNoNoNoNolololelNo)

ool ENeoN ol il aNeoNoNohWeololoNoNoNoNoNoBolBololNoNoNoNoNoNoNolNoNoNoNoNoNoNoBoBoBolNoNoNoNoNoNolololololNolNolNolNo)
[eNeoNoRoNoNoNoNoNoNoNoloBoloNoNoNoNolNololololNololNolNolNolNo)

wNeoNGNoEE NolN Holl eloolnNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoloNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNoNoNolNe el

0000O0O0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 O
0000 O0;
000O0O0O0O0O0OO 54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0 0 O
0000O0O0OO0O0O -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L
0000 0;
0000O0O0O0O0O0OO0GOD54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 O
00000O0O0O0O0O0OO0O -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -
*L* 00O0O0O0 O0;
0000O0O0OO0O0OOOOGO 54 13*L 312 0 54 -13*L O
00000O0O0O0OO0OO0OOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L
3*L -3*L* 000O0O0O0 O0;
0 000000OO0OO0OOOOOOGO D54 13*L 312 0 54 -
3* L 0 0 00000 0 07
000000O0O00OO0OOO0OOO0OO0OOOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L
3*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O Oy
0000000O0OO0OOO0OO0OOOOOOOOGOO 54 13*L 312 0 54
13*L 0 0 0 0 0 O Oy
o0ooo0oo0o00000OO00O0O0OO0COO0COOOOOO0OOOO®O -13*L -3*L*L O
*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O O O;
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0000000O00ODO0O0OOO0COODOOOOOOOODOOOGOO 54 13*L 312
54 -13*L 0 0 0 O O;
0000O0O0OO0COOO
8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O;
000000O0O0O0CO0COOOOOOOOOOOOOOOOOOOO D54 13*L
12 0 54 -13*L 0 0 O;

(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
(@)

-13*L -3*L*L

o0ooo0oo0o00000O0CO0OOO0COO0OOOOOOO0COOOOOOOOO -13*L -
*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 O;
000000O0O0O0O0COCOCOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OO0OO0O D54
3*L 312 0 54 -13*L O;
0oo0o06o000000O0CO0OOOOOOOLOLOOOOOOOOOOOCOOO -
3*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L O;
0o0o00000O00OO0O0OOO0COOO0COOCOOOOODOOOOOOOOOOO
4 13*L 312 0 -13*L;
000000O0O0CO0CO0CO0OOOOOOOLOLOOOOOOOOOOOOOOOO
13*L -3*L*L 0 8*L*L -3*L*L;
000000O0O00O0O0OO0COOO0COOOODOOOOOOOOOOOOO

.05*K+0.05*M;

[ml 0 ; 0 m2];

[K1 -K1 ; -K1 Kl+Kpl;

[cl =c1 ; =-cl cl1];

ap=[zeros (40) eye(40);-inv (M) *K -inv (M) *C];
av=[zeros (2) eye(2);-inv(m)*k -inv (m)*c];
a=[av zeros(4,80);zeros (80,4) apl:;
tspan=[0 20*tpf];

y0=[zeros(1,84)];
[t,y]=0del5s ('equacao pug 21',tspan,y0);
n=length (t);

0
0 —-13*%L, -3*L*L 4*L*L];
=0

QAR B OO0 | OUTORFRORPROWOWOOOOO

xl=y(l:n,1);
x2=y(l:n,2);
vli=y(l:n,3);
v2=y(l:n,4);
u2=y(l:n,5);
u3=y(l:n,6);
ud=y(l:n,7);
ub=y(1l:n,8);
u6=y(l:n,9);
u7=y(l:n,10);
u8=y(l:n,11);
u9=y(l:n,12);
ul0=y(l:n,13);
ull=y(l:n,14);
ul2=y(l:n,15);
ul3=y(l:n,16);
uld=y(l:n,17);
ul5=y(1l:n,18);
ul6e=y(l:n,19);
ul7=y(l:n,20);
ul8=y(l:n,21);
ul9=y(l:n,22);
u20=y(1l:n,23);
u2l=y(l:n,24);
uz22=y(l:n,25);
u23=y(l:n,26);
u24=y(l:n,27);
u25=y(1l:n,28);
u26=y(l:n,29);
u27=y(l:n,30);
u28=y(l:n,31);
u29=y(l:n,32);
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l:n,56
1l:n,57
1l:n,58
1:n,59
1l:n,60
l:n,61
l:n,62
l:n,63
1l:n,64
l:n,65
l:n,66
l:n,67
l:n,68
l:n,69
1:n,70
l:n,71
l:n,72
1l:n,73
l:n,74
1l:n,75
l:n,76
l:n,77
1l:n,78
1l:n,79
1:n,80
1l:n,81
1l:n,82
1:n,83
1l:n,84
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upll
upl?2
upl3
upl4
uplb
upl6
upl’
upl8
upl9
up20
up2l
up22
up23
up24
up25
up26
up27
up28
up29
up30
up31l
up32
up33
up34
up35
up36
up37
up38
up39
up40
up4?2

~

figure

plot(t,x1,t,x2)

title('deslocamento do carro')

xlabel ('tempo')
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title('deslocamento do né central da ponte')
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xlabel ("tempo")

ylabel ('deslocamento'")

%$Introducdo do absorvedor%
K(20,20) = K(20,20) + Ka;

K(41,41) = Ka;
K(41,20) = -Ka;
K(20,41) = -Ka;

M(41,41) = Ma;

K(18,18) = K(18,18) + Kb;
K(42,42) = Kb;
K(42,18) = -Kb;
K(18,42) = -Kb;

K(22,22) = K(22,22) + Kc;
K(43,43) = Kc;
K(43,22) = -Kc;
K(22,43) = -Kc;

M(43,43) = Mc;

C=0.05*K+0.05*M;

C(20,20) = C(20,20) + ba;
C(41,41) = ba;
C(41,20) = -ba;
C(20,41) = -ba;

C(18,18) = C(18,18) + ba;
C(42,42) = ba;
C(42,18) = -ba;
C(18,42) = -ba;
C(22,22) = C(22,22) + ba;
C(43,43) = ba;
C(43,23) = -ba;
C(22,43) -ba;

ap=[zeros (43) eye(43);-inv (M) *K -inv (M) *C];
av=[zeros (2) eye(2);-inv(m)*k -inv (m)*c];

aa=[av zeros(4,86);zeros (86,4) apl:;

tspan=[0 20*tpf];

y0=[zeros(1,90)1]1;
[ttl,yyl=odel5s ('equacao pug 21 labs',tspan,y0);
nnl=length(ttl);
xxl=yy(l:nn,1

o

’

) ;

% xx2=yy(l:nn,2);

% vvl=yy(l:nn,3);

% vv2=yy(l:nn,4);

% ux2=yy(l:nn,5);

% ux3=yy(l:nn,6);

% uxd=yy(l:nn,7);

% uxb=yy(l:nn,8);

% ux6=yy(l:nn,9);

% ux7=yy(l:nn,10);
% ux8=yy(l:nn,11);
% ux9=yy(l:nn,12);
% uxl0=yy(l:nn,13);
% uxll=yy(l:nn,14);



% uxl2=yy(l:nn,15
% uxl3=yy(l:nn,16
% uxl4=yy(l:nn,17
% uxl5=yy(l:nn,18
% uxlée=yy(l:nn,19
5 uxl7=yy(l:nn,20
% uxl8=yy(l:nn,21
% uxl9=yy(l:nn, 22
% ux20=yy(l:nn,23
ux2l=yy(l:nnl, 24);
% ux22=yy(l:nn,25
% ux23=yy(l:nn,26
% ux24=yy(l:nn,27
% ux25=yy(l:nn,28
% ux26=yy(l:nn,29
% ux27=yy(l:nn, 30
% ux28=yy(l:nn,31
% ux29=yy(l:nn, 32
% ux30=yy(l:nn, 33
% ux3l=yy(l:nn, 34
% ux32=yy(l:nn, 35
% ux33=yy(l:nn, 36
% ux34=yy(l:nn, 37
% ux35=yy(l:nn, 38
% ux36=yy(l:nn, 39
% ux37=yy(l:nn, 40
% ux38=yy(l:nn,41
% ux39=yy(l:nn,42
% ux40=yy(l:nn,43
% uxd2=yy(l:nn, 44
figure (3)

plot (t,u2l,ttl,ux2l)
title('deslocamento do nd central')

xlabel ("tempo")

ylabel ('deslocamento")
legend ('sem absorvedor', 'com absorvedor')

function yp=equacao pug 21 (t,y)
global L v a aa Dml m2 g m M Kp

t
F2=0;
F3=0;
F4=0;
F5=0;
F6=0;
F7=0;
F8=0;
F9=0;
F10=0;
F11=0;
F12=0;
F13=0;
F14=0;
F15=0;
Fl16=0;
F17=0;
F18=0;
F19=0;

166



167

F20=0;
F21=0;
F22=0;
F23=0;
F24=0;
F25=0;
F26=0;
F27=0;
F28=0;
F29=0;
F30=0;
F31=0;
F32=0;
F33=0;
F34=0;
F35=0;
F36=0;
F37=0;
F38=0;
F39=0;
F40=0;
F42=0;
N1=0;
N2=0;
N3=0;
N4=0;

u=0;
Ftr=0;
tl=D/v;
t2=(D+L) /v;
t3=(D+L*2) /v;
t4=(D+L*3) /v;
t5=(D+L*4) /v;
t6=(D+L*5) /v;
t7=(D+L*6) /v;
t8=(D+7*L) /v;
t9=(D+8*L) /v;
t10=(D+9*L) /v;

t1l1l=(D+10*L) /v;
t12=(D+11*L) /v;
t13=(D+12*L) /v;
t14=(D+13*L) /v;
t15=(D+14*L) /v;
tl6=(D+15*L) /v;
tl17=(D+16*L) /v;
t18=(D+17*L) /v;
t19=(D+18*L) /v;
t20=(D+19*L) /v;
)

t21=(D+20*L) /v;

if (tl<t)&& (t<t2);

dd=(t-tl) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N2*y (5) +N3*y (6) +N4*y (7) ;

Ftr=Kp* (y (2) -u) ;

F3=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t2<t)&& (t<t3);
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dd=(t-t2) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (6)+N2*y (7) +N3*y (8) +N4*y (9) ;

Ftr=Kp* (y(2)-u);

F3=((L-dd) /L) *Ftr;

F5=(dd/L) *Ftzr;

else

end

if (t3<t) &&(t<td);

dd=(t-t3) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (8)+N2*y (9)+N3*y (10) +N4*y (11) ;
Ftr=Kp* (y(2)-u) ;

F5=((L-dd) /L) *Ftr;

F7=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (td<t)&&(t<th);

dd=(t-t4) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (10)+N2*y (11)+N3*y (12) +N4*y (13);
Ftr=Kp* (y(2)-u) ;

F7=((L-dd) /L) *Ftr;

F9=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tb5<t) && (t<t6);

dd=(t-t5) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (12)+N2*y (13) +N3*y (14) +N4*y (15) ;
Ftr=Kp* (y(2)-u);

FO9=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

Fl1l=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (te<t) && (t<t7);

dd=(t-t6) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (14)+N2*y (15)+N3*y (16)+N4*y (17) ;
Ftr=Kp* (v (2) -u);

Fll=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F13=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t7<t) && (t<t8);

dd=(t-t7) *v;



N1=1-3*(dd/L)* (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (16)+N2*y (17)+N3*y (18)+N4*y (19) ;
Ftr=Kp* (y(2) -u);

F13=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F15=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (£8<t) && (t<t9);

dd=(t-t8) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (18)+N2*y (19)+N3*y (20)+N4d*y (21) ;
Ftr=Kp* (y(2) -u);

F15=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F17=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t9<t) && (t<tl10);

dd=(t-t9) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (20) +N2*y (21) +N3*y (22) +N4*y (23) ;
Ftr=Kp* (y(2)-u) ;

F17=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F19=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl0<t)e&s& (t<tll);

dd=(t-t10) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (22)+N2*y (23) +N3*y (24) +N4*y (25) ;
Ftr=Kp* (y(2)-u);

F19=(((L-dd) /L) *Ftr);

F21=(dd/L) *Ftzr;

else

end

if (tll<t)&&(t<tl2);

dd=(t-tll) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (24)+N2*y (25)+N3*y (26)+N4d*y (27) ;
Ftr=Kp* (y(2)-u);

F21=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F23=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl2<t) && (t<tl3);

dd=(t-t12) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
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N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (26)+N2*y (27) +N3*y (28) +N4*y (29) ;
Ftr=Kp* (y(2) -u);

F23=(((L-dd) /L) *Ftr);

F25=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl3<t) &&(t<tld);

dd=(t-tl1l3) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (28)+N2*y (29) +N3*y (30) +N4*y (31) ;
Ftr=Kp* (y(2)-u);

F25=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F27=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl4<t) && (t<tld);

dd=(t-t14) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (30)+N2*y (31)+N3*y (32)+N4*y (33);
Ftr=Kp* (y (2) -u) ;

F27=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F29=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl5<t)&s&(t<tl6);

dd=(t-t15) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (32)+N2*y (33) +N3*y (34) +N4*y (35) ;
Ftr=Kp* (y (2) -u) ;

F29=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F31=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tle<t)e&s& (t<tl?);

dd=(t-tl16) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (34)+N2*y (35) +N3*y (36)+N4*y (37) ;
Ftr=Kp* (y (2) -u) ;

F31=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F33=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl7<t) && (t<tl8);

dd=(t-tl17) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;



171

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

u=N1*y (36)+N2*y (37) +N3*y (38) +N4*y (39) ;

Ftr=Kp* (y(2) -u);

F33=(((L-dd) /L) *Ftr);

F35=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t1l8<t) && (t<tl9);

dd=(t-t1l8) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

u=N1*y (38)+N2*y (39)+N3*y (40)+N4*y (41) ;

Ftr=Kp* (y(2) -u);

F35=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F37=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl9<t) && (t<t20);

dd=(t-t19) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

u=N1*y (41)+N2*y (42) +N3*y (43) +N4*y (44) ;

Ftr=Kp* (y(2)-u);

F37=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F39=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t20<t) && (t<t21);

dd=(t-t20) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

u=N1*y (43)+N2*y (44)+N4*y (45) ;

Ftr=Kp* (y(2)-u);

F39=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

else

end
F=[F2;F3;F4;F5;F6;F7;F8;F9;F10;F11;F12;F13;F14;F15;F16,;F17;F18;F19;F20
;F21;F22;F23;F24;F25;F26;F27;F28;F29;F30;F31;F32;F33;F34;F35;F36;F37;F
38;F39;F40;F42];

Fc=inv (m) * [-ml*g; -m2*g+Kp*u];

bc=[0;0;Fc];
Fp=inv (M) *F;
bp=[0;0;0;0;
0;0;0;0;0;0;
Ft=[bc;bp];
yp=a*y+Ft;

;0;,0;0;0;,0;,0;0;0;,0;0;0;0;0;0;0;,0;0;0;,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;

0;0;0
0;Fpl;



Apéndice X: Modelo de ponte com meio carro e

absorvedores

clear

close all

global L v a aa D ml mpl mp2 g m M Kp dl d2
L=3; %comprimento do vado da ponte

ml=500; %massa de meio carro

mpl=7; %massa da roda dianteira

mp2=7;%massa da roda traseira

J=630; S%S$momento de inercia

g=9.81; %aceleracdo da gravidade

K1=23000; %rigidez da mola dianteira

K2=17000; %rigidez da mola traseira

Kp=200000; %rigidez do pneu

cl=1600; %amortecimento dianteiro

c2=1600; %amortecimento traseiro

dl=0.996; %distancia do CG a roda dianteira
d2=1.495; %distancia do CG a roda traseira
v=16.66; %Svelocidade do carro

D=15; %distancia da roda dianteira a ponte
tl=(D/v); %tempo da roda dianteira ate a ponte
t2=(D+d1+d2) /v; %$tempo da roda traseira ate a ponte
tpfl=(D+20*L) /v; Stempo de saida da roda dianteira da ponte

tpf2=((D+d1+d2)+ (20*L)) /v; Stempo de saida da roda traseira da ponte

Ma=753.6; %S$Massa do peso do absorvedor
Ka=250000; %Rigidez da mola do absorvedor;
ba = 60000; %amortecimento do absorvedor;

Mb=753.6; %$Massa do peso do absorvedor
Kb=250000; %SRigidez da mola do absorvedor;
bb = 60000; %amortecimento do absorvedor;

Mc=753.6; %Massa do peso do absorvedor
Kc=250000; %SRigidez da mola do absorvedor;
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bc = 60000; %amortecimento do absorvedor;

E=200e9;

I=8e-5;

ro=7850;

A=0.48;

K=(E*I/(L*L*L))*[4*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0O OOOOOO0OO0OO0DO0OOOO
00000OO0O0DODO0OO0OOOOOOOOO O0;

-6*L 24 0 -12 6*L, 0 00O 0OOOO0OO0OO0O0D0OD0O0OO0OO0OOOOOOOOTO

000O0O0OCOO0 O;

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 000 0OO0CO00O0O00O0CO0OO0COOOOO

00000O0CO0O0OOCOO0O;

0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0 0O OO O 0OO0C0O0OO00O0OO0O0OO0OOO0COOOOO
0000O0O0COO0O0O0;

0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 00O 0O 0OO0O0O0O0O0O0O0CO0OOOO
00000O0CO0OOOO0OOO;

000 -12 -6*L 24 0 -12 6*LL, 0 0O 00O 0O0OO00OO0O0O0OO0O0O0OO0COOOOO
0000O0O0OO0O0O0;

0 00 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 00000 00O0O0O0O0O0O0OO0DO
00000O0CO0OOCOOOO0;



*
*

*

*

ecsNeolsNolsNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoloNoNolNoNoNoNolNolNo]

*

ez NoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoloNoNolNoNoNoNolNolNo]

*

ez NoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoloNoNolNoNoNoNolNolNo]

oo oNoNoNoNoNoNolololNoloNoNoNoNoNolololoNoNoNoNoloBoloRolNoNoNoNolNolololNolNoNolNolNo)
ocNeoNoNoNoNoNoNoNoloBolNoloNoNoNoNoNolololoNoNoNoNoloBoloRolNoNoNoNolNolololNolNoNolNolNo)

N
(&)
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-6*L 24 0 -12 6*LL 0 0O 0 0O0OO0OOO0OODODO0ODO0DO0OOOODOO
00 0;

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0O 0O OO OOO0OOO0OO0OO0OO0OO0ODO
00O0O0O0O0;

-12 -6*L 24 0 6*L 0 0O 0 OO OOOOOO0OODO0DO0OOOODOO
0 0;

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 00O 0OOOO0OOO0OOO0OQO
000 0;

-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0O O 0O OO O OO0OO0OOO0OODOO

(@)
(@)

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00O OO0 O0O0O0O
000 0;
00 -12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0O 00O O OOOO0OOO0O

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 00 00O
0 0;
0 0 -12 -6*L 24 0 -12 6*LL. 0 0 0O OO OOO0OOO0OO

o O O

~.

0 0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0;
0

O O O

0 0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0 0 0 O 0 O 0 0 O

~.

0 0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 O

O O O
(@]
O O O
~

0000 -12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0 0 0 0 0 0 O

~e

0000 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 O

o O O
(@}
o O O
~

0000O0O0-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 O

~.

000O0O0O0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 O

o O O
(@}
o O O
~

0000O0O0O0O0-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 O

~e

000O0O0O0O0O06*L 2*L*L 0 8*L*L —-6*L 2*L*L

o O O
(@]
o O O
~
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}

-12 -6*L 24 0 -12 6*L O

~.

(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L

(@]

(@]
O O O

~.
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]

-12 -6*L 24 0 -12

(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}

6*L 2*L*L 0 8*L*L -

’

oo ooNoNoNoNoNoNoloNoloNoNoNoNoNololololNoNoNoNoNololoRolololNolNolNolNoNolNe]
oo ooNoNoNoNoNoNoloNoloNoNoNoNoNololololNoNoNoNoNololoRolololNolNolNolNolNolNe]

cNeoNoNoNoNoNoNoNohololNolNoNoNoNoNololololoNoNoNoNololololNolNolNolNo)

O O OO O oo
~.

(@]
(@]
O O O

00 00000O0O0O0O0CO0CO0OO0OO0-12 -6*L 24 0 -

000O0O0O0O0;

(@}

*
*

[e)}
=

—
*
O * O H O *x O

*

oOH o | ot o

*
elsNeol Vol NoRB Noll VoloNeolnNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNeoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNeoNoNoNeNolNe)
()}
=

Ny
o
N

(@}
(@}

000000O0O0OOO0OOOOOOO 6*L 2*L*L 0
LOOOOOO0O0;
000000O0O0OO0COOO0OOOODOOOO-12 -6*L 24
0;

000000O0O0OO0COOO0OOOOOOO 6*L 2*L*L O
L O0OO0O0O0 O0;

0
*
0
0
0
*
000000000000000000O0O0O0O0O0O0 -12 -6*L

6*L 0 0 O;
00000000000OO0CO0OO0ODOO0OOOCOOOOOO 6*L

*
*

o H o

[e)}
N

(el ENel Vel VelcoJReoleolNelc el NelloNelNo el VeoNeoNoNoolololBoNoNoNoNoNoNoBoNoNoNoNoNoNoNohoBoloNoNoNoNoNoNololNolNoNoNolNoNolNol
=

H o + O o
H o
OO OOORrRrRO | OO | O

*
*

-6*L 2*L*L 0 0 0;
0000000O0O0O0O0OO0DOOOOOOODODODODODODOO-12
6*L 0;
00000D0DO0DO0DO0DO0O0O0DO0DO0OOOOOODODOOOOODO0 6*L
-6*L 2*L*L 0;
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0O000000O0OO0ODODODODODOODOOODOODODOODOOOODOODOODODOODO
-12 -6*L 24 0 6*L;
0O0000OO00OO0OOODOOODOOODOODOODODOOOODOODOODOODOOODO
6*L 2*L*L 0 8*L*L 2*L*L;
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vli=y(l:n,5);

w=y(l:n,6);

vpl=y(1l:n,7);

vp2=y(1l:n,8);

0
0
0
0
3
0
3
0
1
0
1
0
5
0
0
0
C=
m
k

(

(

(
c

(

M) *C];
)*cl;

,tspan,y0) ;

u2=y(l:n,9);
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figure (1)

plot (t,u2l)

title('deslocamento né central da ponte')
xlabel ("tempo")

ylabel ('deslocamento")

figure (2)

plot(t,x1,t,teta)

title('deslocamento carro')

xlabel ("tempo")

ylabel ('deslocamento')
legend('deslocamento vert.', 'arfagem')
figure (3)

plot (t,xpl, t, xp2)

title('deslocamento rodas do carro')
xlabel ("tempo")

ylabel ('deslocamento')

legend('roda dianteira', 'roda traseira')
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000000O0O0O0COCOOOOOOOObOOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L

13*L -3*L*L 0 0 0 0 0O 0 0O O 0 0 O;

000000O0O0OO0OOO0OOO0OOOOOOOOGOO 54 13*L 312 0 54 -

13*L. 0 0 0 0 0O 0O 0 0 O;

000000O0O0O0CO0COCOOOOOOOOOOOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L

13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 O O O;

0000000O00OO0OOO0OO0OOOOOOOOOOOGO D54 13*L 312 0 54

-13*L 0 0 0 0 0 O Oy

0o0000000O000OO0CO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0OO0OO0O0GO -13*L -3*L*L O

8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O O O;

00000000O000OO0CO0OO0O0OO0OO0OO0OOOOOOOO 54 13*L 312

0 54 -13*L 0 0 0 0 O;

00000000O00O00O0O0COOO0OOO0OOO0OOOOOOOO -13*L -3*L*L

0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O;

00000000000OO0O0OO0O0OO0O0DOO0O0OO0OOOOOOO0O 54 13*L

312 0 54 -13*L 0 O O;

00000000OO0O0OOO0COOO0OOOO0OCOOO0OOO0OOO0OOOOO -13*L -

3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 O;

00000000O000O0O0CO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOO 54

13*L 312 0 54 -13*L O;



0000O0O0O0COOO
13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L
000000O0O0OO0COOO0OOOO

0

0

o O O
~.

54 13*L 312 -13*L;
000O0O0O 0000O0O0O0O0CO
-13*L -3*L*L 0 8*L*L -3*L*L;

00000000OO0CO0OO0COOOOOOOOODO

0 0 -13*L -3*L*L 4*L*L];
C=0.05*K+0.05*M;
$Introducdo do absorvedor$
K(20,20) = K(20,20) + Ka;

K(41,41) = Ka;
K(41,20) = -Ka;
K(20,41) = -Ka;

M(41,41) = Ma;

K(18,18) = K(18,18) + Ka;
K(42,42) = Ka;
K(42,18) = -Ka;
K(18,42) = -Ka;

K(22,22) = K(22,22) + Ka;
K(43,43) = Ka;
K(43,22) = -Ka;
K(22,43) = -Ka;

M(43,43) = Ma;

C=0.05*K+0.05*M;

C(20,20) = C(20,20) + ba;

C(41,41) = ba;

C(41,20) = -ba;

C(20,41) = -ba;

Cc(18,18) = C(18,18) + ba;

C(42,42) = ba;

C(42,18) = -ba;

C(18,42) = -ba;

C(22,22) = C(22,22) + ba;

C(43,43) = ba;

C(43,22) = -ba;

C(22,43) = -ba;

ap=[zeros (43) eye(43);-inv (M) *K -inv (M) *C];
av=[zeros (4) eye(4);-inv(m)*k -inv(m) *c];

aa=[av zeros(8,86);zeros (86,8) apl:;
tspan=[0 20*tpf2];
y0=[zeros(1,94)]1;

[tt,yyl=0del5s ('equacao pmc 21 labs',tspan,y0);

nn=length (tt) ;
x1l=yy(l:nn,1);
teta=yy(l:nn,2);
xpl=yy(l:nn,3);
xp2=yy(l:nn,4);
vli=yy(l:nn,5);
w=yy(l:nn, 6);
vpl=yy(l:nn,7);

(@}
(@}
(@}
(@}
(@}

(@)
(@)
(@)
(@)
(@)

o
o
o
o
o
o
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ua=yy(l:nn,49);
ub=yy(l:nn,49);
uc=yy(l:nn,49);

else
end
if ¢ == 2
K=(E*I/ (L*
000O0O0O0OTG OO
-6*L 24 0 -12 6*L
000O0O0O0OTG OO
2*L*L, 0 8*L*L
000O0O0O0O0OTO OO
0 -12 -6*L 24
000O0O0O0DO 0
0 6*L 2*L*L O
0000O0O0DO 0
00 0 -12 -6*L 24
000O0O0O0OT OO
0 0 0 6*L 2*L*L O
000O0O0O0OOT OO

0 0 0O;

0;

000 0;

0
0
0

’
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00000O0CO0OO0COOO

00000O0CO0OO0OOO

0 -126*L0O0OOO0C00000000O0CO0COO0CO0OOO0OODO

0
8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0O OO O0OO0OO0OO0OO0O0OO0O0O0OO0O0O
0

0 -126*L 00O 0OO0C000C000000CO0O0OO0COOO0COO

0;

8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0O OO OOO0OO0OO0OO0O0OO0O0O0O

000 0;
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-6*L 24 0 -12 6*LL 0 0O 0 0O0O0OOO0OODODO0OO0O0OOOODOO
00 0;

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0O 0O OO OOO0OOO0OO0OO0OO0OO0ODO
00O0O0O0O0;

-12 -6*L 24 0 6*L 0 0O 0 OO OOOOOO0OODO0DO0OOOODOO
0 0;

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 00O 0OOOO0OOOOO0O
000 0;

-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0O O 0O OO O OO0OO0OOO0OODOO

(@)
(@)

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00 00O 0O0O0O0O
000 0;
00 -12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0O 00O O OOOO0OOO0O

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 00 00O
0 0;
0 0 -12 -6*L 24 0 -12 6*LL. 0 0 0O OO OOO0OOO0OO

o O O

~.

0 0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0;
0

O O O

0 0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0 0 0 O 0 O 0 0 O

~.

0 0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 O

O O O
(@]
O O O
~

0000 -12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0 0 0 0 0 0 O

~e

0000 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 O

o O O
(@}
o O O
~

0000O0O0-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 O

~.

000O0O0O0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 O

o O O
(@}
o O O
~

0000O0O0O0O0-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 O

~e

0000O0O0O0O0 6*L 2*L*L 0 8*L*L —-6*L 2*L*L

o O O
(@]
[eoNeNe]
~
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}

-12 -6*L 24 0 -12 6*L O

~.

(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L

(@]

(@]
O O O

~.
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]
(@]

-12 -6*L 24 0 -12

(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}
(@}

6*L 2*L*L 0 8*L*L -

’
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cNeoNoNoNoNoNoNoNoholoNoNoNoNoNoNolNolololoNoNoNoNololololNolNolNolNo)

O O OO O oo
~.

(@]
(@]
O O O

00 00000O0O0O0O0CO0CO0OO0OO0-12 -6*L 24 0 -

000O0O0O0O0;
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*
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=
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*
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*
elsNeol VNeolsNoB Noll VeoloNeolnNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNeoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNoNoNoNoNoNoeNoe o)
()}
=
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o
N

(@}
(@}

000000O0O0OOO0OOOOOOO 6*L 2*L*L 0
LOOOOOO0O0;
000000O0O0OO0COOO0OOOOOOOO-12 -6*L 24
0;

000000O0O0OO0OOOO0OOOOOOO 6*L 2*L*L O
L O0OO0O0O0 O0;

0
*
0
0
0
*
000000000000000000O0O0O0O0O0O0 -12 -6*L

6*L 0 0 O;
00000000000OO0O0OO0O0DOO0O0OOOOOOOO 6*L

*
*

o H o

[e)}
N

(el ENel Vel VelcoJReoleolNelc el NelloNelNo el VeoNeoNoNoolololBoNoNoNoNoNoNoBoNoNoNoNoNoNoNohoBoloNoNoNoNoNoNololNolNoNoNolNoNolNol
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-6*L 2*L*L 0 0 0;
0000000O0O0O0O0OO0DOOOOOOODODOODODODOO-12
6*L 0;
00000D0DO0DO0DO0DO0O0O0DO0DO0OOOOOODODOOOOODO0 6*L
-6*L 2*L*L 0;
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0O000000O0OO0ODODODODODOODOOODOODODOODOOOODOODOODODOODO
-12 -6*L 24 0 6*L;
0O0000OO00OO0OOODOOODOOODOODOODODOOOODOODOODOODOOODO
6*L 2*L*L 0 8*L*L 2*L*L;
0000O0O0OO0OOOOOOOOOODO
0 0 6*L 2*L*L 4*L*L];

M= (ro*A*L/420) * [4*L*L 13*L -3*L*L 0 0O
0000O0O0OO0OOOOOOOOOOO0DO0;
13*L 312 0 54 -13*L, 0 0 0 0 0O O 0 O O
00O0O0O0OO0OO0OTO OO 0O0;

-3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0O 0O 0O O OOOOOOOOO0OO0ODO0ODO0ODO0OO0OO0OO0ODO
000O0O0OO0OOO0OOOO0OO0DO0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0O 0O OOOOO0OO0OO0DO0O0DO0DO0DODODOOOOOOODO
00O0O0O0O0OO0O 0 O0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 O 0O 0O O OOOOOOOOO0OO0OO0OO0ODO
00O0O0O0OO0OO0OOOOTOO0OO0 O0;

54 13*L 312 0 54 -13*L. 0O 0O O O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0O0OO0OOOOOODO
00O0O0O0O0 O0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0O OO OO OO0OOO0OO0OO0OO0OO0OO
000O0O0OOO0OOTO0OO0OO 0 O0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L,. 0 0O OO OOOOOODOODODOODOOOO
0000 O0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0O 0O OOOOOO0OO0OO0OO0OPO
00O0O0O0OOO0OTO OO0 O0;

0 54 13*L, 312 0 -13*L. 0O 0O O OOOOOOOODOODOOOO0ODO
0 0 O;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0O 0O O OOOOO0OO0OO
000O0O0O0O0O0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0O OO OOOOOODODOOODO
0;

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O OO O OO
00O0O0O0O0;

0 0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0O OO O0OOO0OOO0OO0O0O0OO0ODO

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

000000O0O0OO0COOO0COOODO

00000O0O0O0O0COCOOOOOO

~e

-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O
000 0;
0 0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0 0O O 0O OO OO

o O O

~.

0 0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 O
000 0;
0000 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 O O O O O O

O O O

~.

el ololNtNoNoNolNoloBolNoloNoNoNoNoNololBoloNoNoNoNoNoRoloBolNoNoNoNoNolNoBolNoNoNoNoNolNoNolololNolNo)
ocNeoNolsNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNolNolNoNo e

L eoNoNolsNeoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoloNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNo o]
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miNeoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoloNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNolNoNe]
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0
0
0
0
0
0
0
0
0
000000 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 O
00O0O0O0 0,
00O0O0O0OOO0OO OS54 13*L 312 0 54 -13*LL. 0 0 O 0O O OO
0;
000O0O0O0OO0OO0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0
00000 0y
00O0O0OO0OO0OOOOO OS54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0 O
0;
000O0O0OO0OO0OO0OO0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L
00000 0y
000O0OO0OOOOOOO® OS54 13*L, 312 0 54 -13*L. 0 0 O
0;
000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0QO0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -
*I*x 00 O0O0O0O0 0;
000O0OO0OOOOOOOOO® OS54 13*L, 312 0 54 -13*L 0
0;
000O0O0OO0OO0ODODODOOOO®O0O -13*L -3*L*L 0 8*L*L
3*L -3*L* 00 O0O0O0O0O0O0;
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00000000O0CO00OO0COOO0OOO0OOOOOGOGO 54 13*L 312 0 54 -
13*L,. 0 0 0 0 0 0 0 0 O;

0o00000O0O0O0OO0O0OOO0OOO0OO0OOOOOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L
13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0O O O O;
0000000O00ODO0OOOOO0OOOOOOOOOOOGO 54 13*L 312 0 54
-13*L 0 0 0 0 0 0 O;
000000O0O00OO0O0OOO0COO0OOO0OOOO0OOOO0OOOO =-13*L -3*L*L 0
8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O O O;
0000000O00ODO0O0OODO0OODOOOOODOOODOOOOOO 54 13*L 312
0 54 -13*L 0 0 0 0 O;
0000000O00OO0OOO0OO0OOO0OO0OOO0OO0OO0OODOOOQO -13*L -3*L*L
0 8*L*L 13*L -3*L*L O 0 0;
0000000O00OO0OODO0OO0OOOOOOOOOOOOODOOOO 54 13*L
312 0 54 -13*L 0 0 O;
0o0oo0o0000O0O0OO0COOO0ODOCOODOOOOOOOODOODOOOO -13*L -
3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 Oy
0000000O00OO0OODO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOGOO 54
13*L 312 0 54 -13*L O;
0o0o0o00000O0O0CO0OO0COCOOCOOOOLOLOOOOOOOOOOCOOOO -
13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L O;
000000O0O0O0COCO0COOOOOOLOLOLOOOOOOOOOOOOCOOOO
54 13*L 312 0 -13*L;
0o0oo0000O0O0O0OO0OOOO0COOO0COOCOODOOODOOOOCOOOCOOOODO
-13*L -3*L*L 0 8*L*L -3*L*L;
000000O0O0O0COCO0COOOOOOLOLOLOOOOOOOOOOOOOOOO
0 0 -13*L -3*L*L 4*L*L];

C=0.05*K+0.05*M;

Introducdo do absorvedor%
(20,20) = K(20,20) + Ka;

( ) = Ka;
(41,20) = -Ka;
( ) = -Ka;

M(41,41) = Ma;

K(l6,16) = K(16,16) + Ka;
K(42,42) = Ka;
K(42,16) = -Ka;
K(16,42) = -Ka;

M(42,42) = Ma;

K(24,24) = K(24,24) + Ka;
K(43,43) = Ka;
K(43,24) = -Ka;
K(24,43) = -Ka;

M(43,43) = Ma;

C=0.05*K+0.05*M;
C(20,20) = C(20,20) + ba;

C(41,41) = ba;
C(41,20) = -ba;
C(20,41) = -ba;
C(l6,16) = C(l6,16) + ba;
C(42,42) = ba;
C(42,16) = -ba;
C(l6,42) = -ba;



24,24)
43,43)
43,24)
24,43)
ap=I[zeros

C(
C(
C(
C(

av=[zeros (4)

= C(24,24)

ba;

= -ba;

(4

-ba;

3) eye(43);-inv (M) *K -inv (M) *C];
eye(4);-inv(m) *k -inv (m) *c];
aa=[av zeros (8,86);zeros (86,8)

tspan=[0 20*tpf2];
y0=[zeros (1,94)];

[tt2,yyl=odel5s ('posicao 2',tspan,y0);

nn=length (tt2);

o° o o o oe

oo

% vpl=yy(l:nn,7);

% vp2=yy(l:nn,8);

% ux2=yy(l:nn,9);

% ux3=yy(l:nn,10);
% uxd=yy(l:nn,11);
% uxb=yy(l:nn,12);
% uxé=yy(l:nn,13);
% ux7=yy(l:nn,14);
% ux8=yy(l:nn,15);
% ux9=yy(l:nn,16);
% uxlO0=yy(l:nn,17);
% uxll=yy(l:nn,18);
% uxl2=yy(l:nn,19);
% uxl3=yy(l:nn,20);
% uxl4=yy(l:nn,21);
% uxlb=yy(l:nn,22);
% uxle=yy(l:nn,23);
s uxl7=yy(l:nn,24);
% uxl8=yy(l:nn,25);
% ux19=yy(l:nn, 26);
% ux20=yy(l:nn,27);
uxx2l=yy(l:nn,28);
% ux22=yy(l:nn,29);
% ux23=yy(l:nn,30);
% ux24=yy(l:nn,31);
% ux25=yy(l:nn,32);
% ux26=yy(l:nn,33);
% ux27=yy(l:nn,34);
% ux28=yy(l:nn,35);
% ux29=yy(l:nn,36);
% ux30=yy(l:nn,37);
% ux3l=yy(l:nn,38);
% ux32=yy(l:nn,39);
% ux33=yy(l:nn,40);
% ux34=yy(l:nn,41);
% ux35=yy(l:nn,42);
% ux36=yy(l:nn,43);
% ux37=yy(l:nn,44);
% ux38=yy(l:nn,45);
% ux39=yy(l:nn,46);
% ux40=yy(l:nn,47);
% ux42=yy(l:nn,48);

o©

o©

x1l=yy(l:nn,1);
teta=yy(l:nn,2);
xpl=yy(l:nn,3);
xp2=yy(l:nn,4);
vl=yy(l:nn,5);
w=yy(l:nn,6);

ua=yy(l:nn,49);
ub=yy(l:nn,49);

+ ba;
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% uc=yy(l:nn,49);

else
end
if ¢ ==
K=(E*I/(L*L*L))*[4*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0O 0O 0O OOOO0OO0O0DO
0O000000O0O0OODOODOOOOOO®O0OO0;
6*L 24 0 -12 6*L 0 00O OOOOODO0OODO0DODODODOODOODODOOOODOOOO

00O0O0O0 O0;

0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0O 0O OO OOO00O0DO0OO0O0OO0OOOOOO
000O0O0OO0OO0O0O0;

-6*L 24 0 -12 6*L, 0 0 0O OO 0O0OO00OO000O0O0O0OOO0COOOOOODO
000O0O0O0 O0;

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 00O 0O0OO0OO0OO0O0O0O0O0O0O0O0O0
000O0O0OO0OO0OO0O0O0;

-12 -6*L 24 0 -12 6*LL 0 00O 0O OO OO0OO0O0OO0O0OO0OO0OO0OOOO
000O0O0O0O0;

6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 00O 00O O0OO0O0O0O0O0O0O0O0

*
*

[

*

00

Yy s

000

2*L*L

000

0 -12

000

0 6*L

000

000

000

000

0000O0O0O0OO0OOOOO0;

000O0O0-12 -6*L 24 0 -12 6*LL. 0O 0 0 00000 00000O0O0O0OO0OO0OO
000O0O0O0O0OO0O0O0;

000O0O0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0O 0O 0O0O0OOO0OO0OO0OO0OO0OO
0000O0O0O0OO0OOOOO0;

0000O0O0O0-12 -6*L 24 0 6*LL 0O 0O 0O O0OO0OO0OO0O0O0OO0O0OO0ODO0COO0OO0OOO
000O0O0O0OO0O0O0;

0000O0O0O0®6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0O OO 0OO0OO0OO0OO0OO
0000O0O0O0O0O0OOO0O0;

0000O0O0OO0O0O0O-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0O 00O OO0 0 O0O0O0O0O0O0O
0000O0O0OO0OO O0;

00000O0O0O0O06e6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0O 0O OO 0OOO0OO
0000O0O0O0O0O0OGOOO0;

000000O0O0O0O0O0=-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0O OO O0OO0OO0OO0OO0OO0OO
000O0O0O0OO0OO O0;

0000O0O0OO0OO0OGOO 6*xL 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0000O0O0O0O0OO0OOOO0;

000000O0O0O0CO0O0O0O0-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0O OO 0OO0CO0OO0OO0OO
000O0O0O0O0OGO0O0O0;

00000O0O0O0OO0OOO 0O 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O
0000O0O0OO0OO0OOOOO0;

000000O0O0O0CO0CO0O0OO0OO0O®O-=-12 -6*L 24 0 -12 6*L. 0 0 0O OO 0O0O0OO0OO
000O0O0O0O0O0O0O0;

00000O0O0O0O0O0CO0OO0OOOG®O6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 O
0000O0O0OO0OO0OOOOO0;

000000O0O0OO0O0OOO0O0OO0OO0O-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 0 0 O
000O0O0O0O0GO0O0O0;

000000O0O0O0CO0COO0OOOO®OO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 O
0000O0O0O0O0OOGOOO;

000000O0O0OO0O0OOO0O0OO0OO0OO0OO0-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 O
000O0O0O0OO0OOO0;

000000O0O0O0OO0OOOO0OOO0OOOO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 O
0000O0O0O0O0OOOO O0;
0000000O00OO0O0OOO0OOO0OOO0OGO0O-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 O
000O0O0O0OOOO O0;

000000O0O0OO0OOO0OOO0OOOOOOQ O 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L
0000O0O0O0O0OOOO O0;
000000O0O00OO0O0OOO0OOOO0OOO0OOO0OOO0O-12 -6*L 24 0 -12 6*L 0
000O0O0O0OOOO O0;

000000O0O0OO0OODO0OOO0OOOOOOOO O 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L
2*L*L 0 0 0 0 0 O 0O 0O OO0 0Oy
0000000O00OO0O0OO0OOOO0OOOOOOOGOO -12 -6*L 24 0 -12
6*L 0 0 00000 O O;
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0000000O00OO0COOO0OO0OOOOOOOOOGOO 6*L 2*L*L 0 8*L*L -
6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 O O Oy
000000O000OO0COOO0OO0OOOOOO0OOO0OOGOO-12 -6*L 24 0 -
12 6*L 0 0 0 0 O O Oy
0000000O00O0DO0O0OOO0COOOOOOODOOOOOO® O 6*L 2*L*L O
8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 O O Oy
0000000O00O0O0O0OO0OOO0OOOOOOOOOOOOGO-12 -6*L 24
0 -12 6*L. 0 0 O O O;
0000000O00ODO0OOODO0COOOOOOODOOODOOOOOO 6L 2*L*L O
8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 O;
0000000O00OO0COOO0ODOOODOOOOOOOODOOOOOO -12 -6*L
24 0 -12 6*L 0 0 O;
000000O0O00OO0COOO0COO0OOOOOOOOOOOOOOOOO 6L
2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0y
0000000O0O0COO0COOOOOOOLOOOOOOOOOOOOOOO-12
-6*L 24 0 -12 6*L O;
0000000O00OO0OODO0OO0OOOOOOOOOOOODOOOOOO 6*L
2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0y
000000O0O0O0COCO0COOOOOOLOOLOOOOOOOOOOOOCOOOO
-12 -6*L 24 0 6*L;
000000O0O0O0COCO0COOOOOOLOLOLOOOOOOOOOOOOOOOO
6*L 2*L*L 0 8*L*L 2*L*L;
0o0oo0000O0O0O0OO0OOOO0COOO0COOCOODOOODOOOOCOOOCOOOODO
0 0 6*L 2*L*L 4*L*L];

M= (ro*A*L/420)*[4*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 00O 0O OO OOO0OO0DO0OO0O0OO
00000O0O0O0COCOOOOOOOOOO;

13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0O 0O OO O O0OO00O0O0O0O0OO0O0OO0OOO0OOOO0OOOQO
0000O0O0OO0OO O0;

-3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*IL*L 0 0 0 0O 0O OO OO O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OO
0000O0O0O0O0O0OGOOO0;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L,. 0 0 0O 0O OO0 0O0OO0O0O0O0DO0DO0O0O0O0O0O0COO0OOOO
000O0O0O0OO0OO O0;

0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0O OO O O0OO0O0O0O0O0O0O
0000O0O0O0O0O0OO0OOOOO;

000 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0 00O 0O0OOO0OO0DO0O0O0O0O0O0O0OOOO
000O0O0O0O0OGO0O0O0;

000 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 00O 0O 0OO0O0O0O0O0O0O
0000O0O0OO0OO0OOOOOOO0;

000O0GO0 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0O 0O 0OOOOO0OO0OO0OO0OO0O0OO0ODOOO
000O0O0O0O0O0O0O0;

000O0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0O OO 0OO0OO0OO0OO0O
0000O0O0OO0OO0OOOOOOO0;

0000O0O0OGOD54 13*L 312 0 -13*L 0 0O OO OOO0OO0OOO0OO0ODO0COO0OO0OOO
000O0O0O0O0GO0O0O0;

00000O0O0-13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0O 0O OO O0OOOO
0000O0O0O0O0O0O0OOOOO;

0000O0O0OOOO 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0O O OO OOO0O0OO0O0O0OO0OO
000O0O0O0OO0OOO0;

00000O0O0O0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0000O0O0OO0O0OOOOGOOO0;

00000O0O0O0O0OOO 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0O O OO OO0OO0O0OO0O
000O0O0O0OOOOO0;

00000O0O0O0O0O0GO0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 O
0000O0O0OO0O0OOOOGOOO0;

00000O0OO0O0OOOOGOS54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0O 0O 0O 00O O0OO0O
000O0O0O0OOOO O0;

000000O0O0O0OO0O0O0OGO0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 O
0000O0O0OO0O0OOOOOOO0;

000000O0O0OO0OOOOOGO OS54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0 00 00O
000O0O0O0OOOO O0;
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]

o

00000O0O0OO0OO0OOO0OO0O0O -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 O
ntroducadao do absorvedor

00000O0O0O0OO0COOOOOO;
000000O0O0O0OO0OOOOOOOO 54 13*L 312 0 54 -13*L. 0 0 0 0 0 0 O

000O0O0OO0OO0OO0O0O0;
000000O0O00ODO0O0OO0OO0O0OO0O00 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 O

00000O0O0OO0COOOOOO;
000000O0O0O0O0OOO0OOOOO OO 54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0 0 O

0000O0O0OO0OOO O0;
000000O0O0O0OO0COO0OO0O0OO0OO0OO0OO0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L

00000O0O0O0O0O0OOOOO;
000000O0O00ODO0OOO0OOO0OOOOOOGODS54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 O

0000O0O0OO0O0O0;
000000O0O00OO0OO0OO0O0OO0O0OO0OO0O0OOGO -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -

3*L*L, 0 0 0 00O OO O O0OO0O0 0 0y
0000000O00ODO0OODOOO0OOOOOOOO 54 13*L 312 0 54 -13*L O

0000O0O0OO0O0O0;
000000O0O0O0O0OOO0OOO0OO0OO0OOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L

13*L -3*L*L 0 0 0 0 0O 0O 0O O 0 O O;
000000O0O0O0O0COCOOOOOOOOOOOOOO 54 13*L 312 0 54

13*L. 0 0 0 0O 0O 0O 0O 0 O;
000000O0O0O0CO0COCOOOOOOOOOOOOOO -13*L -3*L*L 0 8*L*L

13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 O O Oy
0000000O00O0O0OOO0OO0OOOOOOOOOOOGOS54 13*L 312 0 54

-13*L 0 0 0 0 0 0 Oy
0o0o000000O0CGO0CO0OOOOOOOOOOOOOOO0O0O -13*L -3*L*L O

8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 O Oy
0000000O00OO0OOO0OOO0OOOOOOOOOOOOO 54 13*L 312

0 54 -13*L 0 0 0 0 O;
000000O0O0O0CO0COCOOOOOOOOOOOOOOOOO0O -13*L -3*L*L

0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O;
000000O0O0O0CO0COOOOOOOOLOLOOOOOOOOOOOO D54 13*L

312 0 54 -13*L 0 0 O;
000000O0O0O0CO0OO0COCOOOOOLOLOOOOOOOOOOOOOOOOO

54 13*L 312 0 -13*L;
000000O0O0O0COCO0COOOOODOLOLOOOOOODOOOOOOOOOOO

-13*L -3*L*L 0 8*L*L -3*L*L;
00000000OO0CO0OOO0COOOCOOOCOOOOOOOOOOOOOOOOO

0 0 -13*L -3*L*L 4*L*L];

00000000OO0CO0OO0COOO0OOOOOOOOO0OOO0OOOO0 -13*L -
C=0.05*K+0.05*M;

3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 O;
000000O0O0O0O0CO0COOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO DS54

13*L 312 0 54 -13*L 0;
0o0o000000OO0O0OO0COOO0OOOOCOOOCOOOOOO0COOOO0OOO O -

13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L O;

+ Ka;

K(14,14)

Ka;
-Ka;
-Ka;

= Ma;

—~ e~~~

14,14
42,42
42,14
14,42

—_— — — —

NN NG

M(42,42)

+ Ka;

= K(26,26)

K(26,26)



K(43,43)
K(43,26)
K(26,43)
M(43,43)

C=0.05*K+
C(20,20)

ap=I[zeros

av=[zeros (4)

0.

Ma;

05*M;

= C(20,20)

ba;
-ba;
-ba;

C(14,14)
ba;

-ba;
-ba;

= C(26,26)

ba;

= -ba;

(4

-ba;

3) eye(43);-inv (M) *K -inv (M) *C];
eye(4);-inv(m)*k -inv(m) *c];
aa=[av zeros (8,86);zeros (86, 8)

tspan=[0 20*tpf2];
yO0=[zeros(1,94)1;

[tt3,yyl=odel5s ('posicao 3', tspan,y0);

nn=length (tt3);

% xl=yy(l:nn,1);

% teta=yy(l:nn,2);
% xpl=yy(l:nn,3);
% xp2=yy(l:nn,4);
% vl=yy(l:nn,5);

% w=yy(l:nn,o6);

:nn, 14
:nn, 15
:nn, 16

:nn, 7);
:nn, 8) ;
:nn, 9);
:nn, 10)
:nn,11)
:nn, 12)
:nn, 13);

)

)

)

’
’

’

’

’

:nn, 17
:nn, 18
:nn, 19
:nn, 20
:nn, 21
:nn, 22
:nn, 23

:nn, 24) ;

)
)
)
)
)
)
)
)
:nn, 25);
)
)
)
)
)
)
)
)

’
’

’

’

’

’

’

:nn, 26) ;
:nn, 27
:nn, 28
:nn, 29
:nn, 30
:nn, 31
:nn, 32
:nn, 33

’

’

’

’

’

’

’

+ ba;

+ ba;

+ ba;
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o\

ux27=yy
ux28=yy
ux29=yy
ux30=yy
ux3l=yy
ux32=yy
ux33=yy
ux34=yy
ux35=yy
ux36=yy
ux37=yy
ux38=yy
ux39=yy
ux40=yy
ux42=yy (1

o0 A0 o o° A° A° A° A A A O O° A° A° o oP

o°

else

end
end
figure (3)

plot (t,u2l,tt,ux2l,tt2,uxx21,tt3, uxxx21)
title('deslocamento do ndé central'

:nn, 34
:nn, 35
:nn, 36
:nn, 37
:nn, 38
:nn, 39
:nn, 40
:nn, 41
:nn, 42
:nn, 43
:nn, 44
:nn, 45
:nn, 46

:nn, 47
:nn, 48

ua=yy(l:nn,49);
ub=yy(l:nn,49);
uc=yy(l:nn,49);

xlabel ("tempo")

ylabel ('deslocamento’
sem absorvedor'

legend ('

function yp=equacao pmc_ 21 (t,y)
global L v a aa D ml mpl mp2 g m M Kp dl d2

t
F2=0;
F3=0;
F4=0;
F5=0;
Fo=0;
F7=0;
F8=0;
F9=0;
F10=0;
F11=0;
F12=0;
F13=0;
F14=0;
F15=0;
F16=0;
F17=0;
F18=0;
F19=0;
F20=0;
F21=0;
F22=0;
F23=0;
F24=0;
F25=0;
F26=0;
F27=0;
F28=0;
F29=0;

)
)
)
)
)
)
)
) .
)
)
)
)
)
)
)

, 'com absorvedor'

190



191

F30=0;

F31=0;

F32=0;

F33=0;

F34=0;

F35=0;

F36=0;

F37=0;

F38=0;

F39=0;

F40=0;

F42=0;

N1=0;

N2=0;

N3=0;

N4=0;

u=0;

Ftr=0;

tl=D/v; %tempo para a roda dianteira entrar no vao 1
t2=(D+L) /v; %tempo para a roda dianteira entrar no vao 2

t3=(D+L*2) /v; %$tempo para a roda dianteira entrar no vao 3
t4=(D+L*3) /v; Stempo para a roda dianteira entrar no véao 4
t5=(D+L*4) /v; S%tempo para a roda dianteira entrar no vao 5
t6=(D+L*5) /v; %$tempo para a roda dianteira entrar no vao 6
t7=(D+L*6) /v;
t8=(D+7*L) /v;

t9=(D+8*L) /v;
t10=(D+9*L) /v;

t1l1l=(D+10*L) /v;
t12=(D+11*L) /v;
t13=(D+12*L) /v;
t14=(D+13*L) /v;
t15=(D+14*L) /v;
tl6=(D+15*L) /v;
tl17=(D+16*L) /v;
t18=(D+17*L) /v;
t19=(D+18*L) /v;
t20=(D+19*L) /v;
)

t21=(D+20*L) /v;

if (tl<t)&s& (t<t2);

dd=(t-tl) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N2*y (9) +N3*y (10) +N4*y (11) ;
Ftr=Kp* (v (3) -u) ;

F3=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t2<t) && (t<t3);

dd=(t-t2) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
U=N1*y (10)+N2*y (11)+N3*y (12)+N4*y (13);
Ftr=Kp* (y (3) -u) ;

F3=((L-dd) /L) *Ftr;

F5=(dd/L) *Ftr;

else
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end

if (t3<t) &&(t<td);

dd=(t-t3) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (12)+N2*y (13)+N3*y (14)+N4*y (15) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u);

F5=((L-dd) /L) *Ftr;

F7=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (td<t) && (t<td);

dd=(t-t4) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (14)+N2*y (15)+N3*y (16) +N4*y (17) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u) ;

F7=((L-dd) /L) *Ftr;

F9=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (th<t)&&(t<to);

dd=(t-t5) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (16)+N2*y (17)+N3*y (18)+N4*y (19);
Ftr=Kp* (v (3) -u) ;

F9=(((L-dd) /L) *Ftr);

Fl1l=(dd/L) *Ftzr;

else

end

if (te<t) && (t<t7);

dd=(t-t6) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (18)+N2*y (19)+N3*y (20) +N4*y (21) ;
Ftr=Kp* (v (3)-u);

Fll=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F13=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t7<t) && (t<t8);

dd=(t-t7) *v;
N1=1-3*(dd/L)* (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (20)+N2*y (21) +N3*y (22) +N4*y (23) ;
Ftr=Kp* (y (3) -u) ;

F13=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F15=(dd/L) *Ftr;

else

end
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1f (t8<t) && (t<t9);

dd=(t-t8) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (22)+N2*y (23) +N3*y (24) +N4*y (25) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u);

F15=(((L-dd) /L) *Ftr);

F17=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t9<t) && (t<tl0);

dd=(t-t9) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (24)+N2*y (25) +N3*y (26) +N4*y (27) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u) ;

F17=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F19=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl0<t) &&(t<tll);

dd=(t-t10) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (26)+N2*y (27) +N3*y (28) +N4*y (29) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u);

F19=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F21=(dd/L) *Ftzr;

else

end

if (tll<t)é&&(t<tl2);

dd=(t-tll) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (28)+N2*y (29) +N3*y (30) +N4*y (31) ;
Ftr=Kp* (v (3)-u);

F21=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F23=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl2<t)&& (t<tl3);

dd=(t-t12) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (30)+N2*y (31)+N3*y (32)+N4*y (33);
Ftr=Kp* (y(3)-u);

F23=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F25=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl3<t)&s&(t<tld);
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dd=(t-tl1l3) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (32)+N2*y (33)+N3*y (34)+N4*y (35) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u);

F25=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F27=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tld<t) && (t<tlb);

dd=(t-t14) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (34)+N2*y (35) +N3*y (36) +N4*y (37) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u) ;

F27=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F29=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tlbh<t) && (t<tlo);

dd=(t-tl5) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (36)+N2*y (37)+N3*y (38) +N4*y (39) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u) ;

F29=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F31=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tle<t)e&s& (t<tl?);

dd=(t-tl1l6) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (38)+N2*y (39) +N3*y (40) +N4*y (41) ;
Ftr=Kp* (v (3) -u) ;

F31=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F33=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl7<t) && (t<tl8);

dd=(t-tl17) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (40)+N2*y (41) +N3*y (42) +N4*y (43) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u);

F33=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F35=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tl8<t) && (t<tl9);

dd=(t-t18) *v;



N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (42)+N2*y (43) +N3*y (44)+N4*y (45) ;
Ftr=Kp* (y(2) -u);

F35=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F37=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (£t1l9<t) && (t<t20);

dd=(t-t19) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (44)+N2*y (45) +N3*y (46) +N4*y (47) ;
Ftr=Kp* (y(3)-u);

F37=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F39=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (t20<t) && (t<t21);

dd=(t-t20) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (46)+N2*y (47)+N4*y (48) ;
Ftr=Kp* (v (3)-u) ;

F39=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

else

end

ttl=(D+d1+d2) /v;
tt2=((D+d1+d2)+L) /v;
tt3=((D+d1+d2)+L*2) /v;
ttd=((D+d1+d2)+L*3) /v;
tt5=((D+d1+d2)+L*4) /v;
tt6=((D+d1+d2)+L*5) /v;
tt7=((D+d1+d2)+L*6) /v;
tt8=((D+d1l+d2)+7*L) /v;
tt9=((D+d1+d2)+8*L) /v;
tt10=((D+d1+d2)+9*L) /v;
ttll=((D+d1+d2)+10*L) /v;
ttl12=((D+d1+d2)+11*L) /v;
ttl3=((D+d1l+d2)+12*L) /v;
ttld=((D+d1l+d2)+13*L) /v;
ttl5=((D+d1+d2)+14*L) /v;
ttl6=((D+d1+d2)+15*L) /v;
ttl7=((D+d1+d2)+16*L) /v;
tt18=((D+d1l+d2)+17*L) /v;
tt19=((D+d1+d2)+18*L) /v;
tt20=((D+d1+d2) +19*L) /v;
tt21=((D+d1+d2)+20*L) /v;

if (ttl<t) && (t<tt2);

dd=(t-ttl) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
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u=N2*y (9)+N3*y (10) +N4*y (11) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F3=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tt2<t) && (E<tt3);

dd=(t-tt2) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (10)+N2*y (11) +N3*y (12)+N4*y (13);
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F3=((L-dd) /L) *Ftr;

F5=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tt3<t) && (t<ttd);

dd=(t-tt3) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (12)+N2*y (13)+N3*y (14)+N4*y (15) ;
Ftr=Kp* (v (4) -u) ;

F5=((L-dd) /L) *Ftr;

F7=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttd<t) && (t<tth);

dd=(t-ttd) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (14)+N2*y (15) +N3*y (16) +N4*y (17) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F7=((L-dd) /L) *Ftr;

F9=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttb<t) && (t<tto);

dd=(t-tt5) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L) +2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (16)+N2*y (17) +N3*y (18) +N4*y (19) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);

F9=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

Fll=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tte<t) && (t<tt7);

dd=(t-tt6) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (18)+N2*y (19) +N3*y (20) +N4*y (21) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);
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Fll=(((L-dd) /L) *Ftr);

F13=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tt7<t) && (L<tt8);

dd=(t-tt7) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (20)+N2*y (21) +N3*y (22) +N4*y (23) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F13=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F15=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tt8<t) && (t<tt9);

dd=(t-tt8) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (22)+N2*y (23) +N3*y (24) +N4*y (25) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u) ;

F15=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F17=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tt9<t) && (t<ttl0);

dd=(t-tt9) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (24)+N2*y (25) +N3*y (26) +N4*y (27) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);

F17=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F19=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttl0<t) && (t<ttll);

dd=(t-ttl10) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (26) +N2*y (27) +N3*y (28) +N4*y (29) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F19=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F21=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttll<t)&&(t<ttl2);

dd=(t-ttll) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (28)+N2*y (29) +N3*y (30) +N4*y (31) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);

F21=(((L-dd) /L) *Ftr) ;
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F23=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttl2<t) &&(t<ttl3);

dd=(t-ttl2) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (30)+N2*y (31)+N3*y (32)+N4*y (33) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);

F23=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F25=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttl3<t)&&(t<ttld);

dd=(t-ttl3) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (32)+N2*y (33) +N3*y (34)+N4*y (35) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F25=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F27=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttléd<t) &&(t<ttlb);

dd=(t-ttl4) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (34)+N2*y (35) +N3*y (36) +N4*y (37) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);

F27=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F29=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttlbh<t)&& (t<ttlo);

dd=(t-ttl5) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (36)+N2*y (37) +N3*y (38) +N4*y (39) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F29=(((L-dd) /L) *Ftr);

F31=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttle<t) && (t<ttl?7);

dd=(t-ttl6) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (38)+N2*y (39) +N3*y (40) +N4*y (41) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);

F31=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F33=(dd/L) *Ftr;
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else

end

if (ttl7<t) && (t<ttl8);

dd=(t-ttl7) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (40)+N2*y (41) +N3*y (42) +N4*y (43) ;
Ftr=Kp* (y(4) -u);

F33=(((L-dd) /L) *Ftr);

F35=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttl8<t) && (t<ttl9);

dd=(t-ttl8) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (42)+N2*y (43) +N3*y (44) +N4*y (45) ;
Ftr=Kp* (y (4)-u);

F35=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F37=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (ttl9<t) && (t<tt20);

dd=(t-ttl19) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (44)+N2*y (45) +N3*y (46) +N4*y (47) ;
Ftr=Kp* (y(4)-u);

F37=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

F39=(dd/L) *Ftr;

else

end

if (tt20<t) && (t<tt2l);

dd=(t-tt20) *v;

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd-2*L* (dd/L) * (dd/L) +dd;

N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (46)+N2*y (47)+N4*y (48) ;
Ftr=Kp* (y (4) -u) ;

F39=(((L-dd) /L) *Ftr) ;

else

end
F=[F2;F3;F4;F5;F6;F7;F8;F9;F10;F11;F12;F13;F14;F15;F16;F17;F18;F19;F20
;F21;F22;F23;F24;F25;F26;F27;F28;F29;F30;F31;F32;F33;F34;F35;F36;F37;F
38;F39;F40;F42];

Fc=inv (m) * [-ml*g; 0; -mpl*g+Kp*u; -mp2*g+Kp*u] ;
bc=[0;0;0;0;Fc];

Fp=inv (M) *F;
bp=[0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;
0;0;0;0;0;0;0;Fpl;

Ft=[bc;bp];
yp=a*y+Ft;



200



